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GRADUL II
1981

PROFESORI I

Notiunea de algoritm: proprietati, exemple, reguli de descriere.

Metode pentru dezvoltarea creativitatii gandirii elevilor, specifice matematicii.

2
S& se traseze graficul functiei f : R — R, f(z) = arcsin 1 +:r , §isasedetermine z € R, astfel incat 0 < f(x) <1.
x
Si se calculeze cu aproximatie de ordin cel putin 10~2 solutia reald a ecuatiei 2 + 3z — 3 = 0.

Daca P este o submultime a unui plan, se noteaza cu A(P’) reuniunea axelor de simetrie ale lui 7. Sa se determine
A(P) si A(A(P)) in cazul in care P este un triunghi echilateral.

PROFESORI 11

Tnelul claselor de resturi modulo n (n > 2): si se studieze separat cazul cand n este prim.
Posibilitati de imbunéatatire a sistemului actual de apreciere a cunostintelor elevilor.

Si se determine = € R astfel incat z > 1+ v/4 — 22.

=1 Gaci # 1
S& se reprezinte grafic functia f R = R, f(z)=¢ 2z —1" aca )
2, daca xr =1

Se considerd un plan raportat la un sistem ortogonal de axe Oy si punctele A(1,1), B(3,0). S& se determine
locul geometric al punctelor M din plan astfel incat MA =2 - M B.



L s

-2

GRADUL II
1982

PROFESORI I

Prelucrarea statistica a datelor. Caracteristici numerice ale variabilelor aleatoare.
Rolul problemelor in insusirea matematicii.

Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale

y' —y =x +sinzx.

Sa se calculeze volumul corpului din spatiu definit prin

Pyt =422>1.

Sa se rezolve problema urmatoare:

Fiind dat un unghi Oy si un punct A in interiorul lui, si se construiascd o dreapta trecand prin A care si
formeze cu laturile unghiului 2Oy un triunghi de arie minima.

Sa se reformuleze apoi enuntul prin mai multe intrebari ajutatoare bine gradate.

PROFESORI I1

Sisteme de ecuatii liniare.
Rolul problemelor in insusirea matematicii.
Sa se reprezinte grafic functia f: R - R, f(z) = |z — 1] -7 7.

Sa se rezolve problema urmatoare si apoi sa se explice modul cum trebuie prezentata rezolvarea la clasa:

Diagonalele |AC| si |BD| ale unui trapez ABCD sunt congruente si sunt situate pe bisectoarele unghiurilor
<BAD si <ABC. Sa sc arate ca |AD| = |DC| = |CB].

Sa se afle parametrul complex m si sa se rezolve ecuatia x® — 2iz +m = 0 stiind ca una din solutiile ei este
Ty =1+71.
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GRADUL II
1983

PROFESORI I1

Fie polinomul P = X?" + aX"™ +b (a, b € R, n > 1). Sa se determine a si b astfel incat P si fie divizibil cu
(X —1)? si sa se arate cd P nu poate avea radicini triple nenule.
Sa se traseze graficul functiei f: R = R, f(z) =2 — sin? x i sa se calculeze aria marginita de grafic, axa Ox si
s
dreptele x = — _,x = _-
P 2 2

In cubul ABCDA'B'C'D’, M este mijlocul muchiei AB iar N mijlocul lui AD. Si se arate ¢4 planul determinat
de punctele M, N, A’ este tangent sferei inscrise in cub.

Metode de abordare a problemelor de geometrie in clasele V-VIII.
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GRADUL II
1984

PROFESORI I1

1 1 1 1 1

Sa se arate ca + <3< + .
logom = loggm = logym logom  logym  loggm

Pe laturile AB si BC ale triunghiului ABC se construiesc in afara patratele ABFH si BCDK. Sa se arate ca
prelungirea medianei BE a triunghiului ABC' este inaltime in triunghiul BF K.

o o 9 ™ .2z .
Sa se arate ca daca 0 < o < 9 atunci <sma < x.
T

Utilizarea problemelor cu continut practic in predarea notiunii de functie.
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GRADUL II
1985

PROFESORI I1

r+y+z=3
Sa se rezolve sistemul { 22 + % 4 22 =3
Pyt =3

Sa se determine conditiile necesare si suficiente verificate de parametri reali a;, b;, ¢;, psi A, 1 <i<n,n>1
pentru ca sa existe si sa fie egala cu 1 limita

T —r 00

lim z <Z '\/aixQ +bx+ci— A\t — ,u) .

=1

Fie ABC' un triunghi, M mijlocul lui [BC], A’ punctul de tangentd a cercului inscris in triunghi cu latura BC.

a) Daca A" este simetricul lui A’ fatd de M si E este intersectia mediatoarei lui [BC] cu AA”, atunci EM
este egala cu raza cercului inscris in triunghi.
b) S4 se construiasca triunghiul ABC' cunoscand pozitia in plan a punctelor A, M gi A’.

Dati cateva exemple de teoreme de geometrie care admit reciproce adevarate, precum si de teoreme care nu
admit asemenea reciproce.
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GRADUL II
1986

PROFESORI II

1. Fiea, b, c € R si propozitia
ab

N bc ca .,
p: +  + >a+b+c
a b
Se cere sa se arate daca p este adevarata sau falsa.
1—2 0 T 1
2. Notam cu K multimea matricelor A(zx) = 0 0 0 |],undexzeR\ { 5 }
T 0 1—=x

a) Si se arate cd multimea K este grup comutativ in raport cu inmultirea matricelor

b) Pentru = dat, si se calculeze [A(x)]", unde n € N este fixat.

Sa se arate ca doud triunghiuri ABC gi A’B’C’ sunt congruente daca si numai daca exista o izometrie
f:ANABC — NA'B'C".

4. Inductia si deductia.
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GRADUL II
1987

PROFESORI II

Si se arate ca singurul numar prim de forma n* 4+ 4", unde n este un numér natural nenul, este 5.
Se considerd un paralelipiped ABCDA'B’'C'D’ cu toate fetele congruente.

a) Sa se arate ca paralelipipedul are toate muchiile congruente.
b) Si se calculeze volumul lui ABCDA’B'C’'D’ in functie de AB = a si m(<ABC) = 6.

c) Si se arate ca ABCDA'B'C’'D' este cub dacd si numai dacd i se poate circumscrie o sfera.
Sa se reprezinte grafic functia f : R — R, f(z) = max(z, ?) si sa se precizeze punctele unde f este derivabila.

Teorema directa, teorema reciproca. Conditia necesara si conditia suficienta.
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GRADUL II
1988

PROFESORI I

1. Fie (an) si (bn) doud giruri de numere reale incat a, # 0, b, # 0, iar (x,) definit prin
pTp41 — (an + bn) Ty +bp2n 1 =0,

cuzg =0,z =1.

© n o}
y y .o : y k y
a) S& se arate cé (zy,) este convergent dacd si numai dacd > [] este convergents.
n=1k=1 Ok

N 1
b) TIncazulap =1— o5 U k € N* gi b, = —2? cu z # 0, s& se determine z incat (z,,) si fie convergent.

c) Sa se calculeze limita girului (x,) in cazul in care by = = (x # 0) si ax = 1 pentru orice k € N*.
2. a) Metoda inductiei matematice. Aplicatii.

b) Fie ng, ni1, ..., ng € N divizibile prin p € Ncup > 2. Fieb € N, b > 2 §i ujoui ... u;x reprezentarea
numarului n; in baza b. Sa se arate ca:

Uoo Uo1 ... U0k
U0 U1 ... Uik
Ukgo Ukl ... Ukk
este divizibil prin p.
22 o2
3. Fie (t) tangenta in punctul (0,b) la elipsa de ecuatie ., + 2= 1. Sa se afle locul geometric al punctelor de
a

unde se pot duce la elipsa consideratd tangente care determind pe (¢) (prin intersectie) un segment de lungime
data.
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PROFESORI 11

Sa se determine grupurile neizomorfe cu patru elemente.

Pentru ce valori ale parametrului real a, functia f : R — R, definita de f(z) = ze®®, x € R este crescitoare pe
intervalul [—1,1]?

Sa se reprezinte grafic f in cazul a = 1.

Sa se calculeze aria domeniului cuprins intre axa Oz, dreapta = 1 si graficul functiei f.

Pe baza BC a unui triunghi oarecare ABC' se ia un punct D. Se circumscriu celor doua triunghiuri ABD si
ACD doua cercuri de centre Oy, respectiv Os.

a) S& se arate ca raportul razelor acestor doud cercuri este constant.

b) Sa se determine pozitia pe care trebuie sa o aibd punctul D pentru ca aceste raze sa fie minime.

c) Sa& se arate ca AAO105 ~ AABC.

Demonstratia matematica prin analiza si sinteza.
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GRADUL II
1989

PROFESORI I

1. Se considerd functia f: (0,00) — (0,00) definita prin f(z) = |lnx|.
a) Sa se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei f.

b) Sa se calculeze/ f(z) de.

2. Fie G o multime nevida inzestrata cu o operatie notata multiplicativ si avand proprietatile:

(i) operatia este asociativi;
(ii) este valabila simplificarea la stanga;

(iii) existd a € G incat 2® = axa pentru orice z € G.
S& se arate ca (G, -) este grup abelian.

3. Fie ABCD un patrulater oarecare circumscris elipsei de ecuatie

Sa se arate ca:
0[AOB] + c|OCD] = o[OBC] + c[OAD].



1.
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PROFESORI 11

—1, dacaxz <0
Fie functiile f : R — R si ¢ : R — R definite prin: f(z) =<0, daciz =0 si g(x) =22 — 4o + 4.
1, daca z >0

Sa se studieze continuitatea functiilor compuse fogsi go f.

a) Sa se demonstreze ca dacd numérul 2" 4 1 este prim, atunci n este o putere a lui 2.
b) Si se determine valorile naturale ale lui m, stiind c& polinomul (X —1)™ — X™ +1 se divide cu X2 — X +1.
c) Inegalitati. Probleme de maxim si minim. Metodica predéarii acestora.

Se considera un semicerc de diametru AB si M un punct pe acest semicerc. Daca O este mijlocul lui AB,

iar C este mijlocul semicercului dat, sa se determine pozitia lui M astfel incat patrulaterul ONPQ, unde
{N}=0MnBC, {P} =AM NBC si {Q} = AM N OC, sa fie inscriptibil.
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GRADUL II
1990

BUCURESTI
PROFESORI 1

Continuitatea: conditii echivalente exprimate in limbaj de vecinatati, de € si 4, de siruri.

S4 se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de astroida z2? 4 y2% = a?#, a > 0.

Teorema Tmpartirii cu rest la polinoame.

S& se arate ca orice parte stabila nevida si finita a unui grup este subgrup.

Elipsa.

Se considerd cubul ABCDA’B'C'D’. Fie E mijlocul muchiei AB si F mijlocul lui AD. Planul (A’EF) este
tangent la sfera inscrisa in cub? Justificati raspunsul.

PROFESORI II

Numere prime. Teorema fundamentala a aritmeticii.

Fie a, b € Z. S& se arate ca a® + b? este divizibil cu 7 daca si numai daca a si b sunt divizibile cu 7.

Binomul Iui Newton.
Sa se calculeze suma:

1 1 1

Sn = . .
" log, 2 log, 4 T log, 4 -log, 8 T log, 271 -log, 27

Linii remarcabile in triunghi.

Care este conditia ca doua cercuri situate in doua plane paralele sa fie situate pe aceeasi sfera?
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TIMISOARA
PROFESORI 1

1. Fie f:[0,3] = [—1,1] definita prin

x\/Qix’ daca x € [0, 1],

—V—22 +4r —3, dacax € (1,3)].

f(z) =

Se cere:

a) multimea D = {2 € R| f este derivabild in x};
b) si se determine punctele de extrem local ale lui f;
c) si se studieze injectivitatea si surjectivitatea lui f;

d) sa se afle numarul radacinilor reale (in functie de m € R) pentru ecuatia f(z) = maz.
. . . s . . b < <
2. Fie M multimea matricelor patratice de ordinul al doilea de forma (8 a) cu a,b € R. Sa se arate ca:

a) (M,+) este grup comutativ;

. . . b . . o . N .
b) submulgimea M* a matricclor de forma <8 a) cu a,b € R gi a> 0, inzestrata cu operatia de inmultire

r y\ [e¥ ye”
f((] m)(() e””)

este izomorfism intre (M,+) si (M*,-).
3. Se considera cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura a.

formeaza grup comutativ:
c) aplicatia f: M — M* definita prin

a) Fie P mijlocul lui [BC'] si @ proiectia ortogonald a lui P pe diagonala BD’. Si se arate cé:
(i) PQ cste perpendiculara comund a dreptelor B'C i BD'; calculati PQ.
(ii) punctele A, @ si P sunt coliniare.
b) Un plan « paralel cu (ABC) intersecteaza segmentele (AB’), (CB’), (CD') si respectiv (AD’) in punctele
E, F, G, H. Se cere:
(i) sa se arate ca perimetrul patrulaterului EFGH nu depinde de planul .
(ii) sa se determine pozitia planului « astfel incat aria patrulaterului EFGH si fie maxima.

4. Metode de demonstratie a teoremelor: metoda directd, contrapoziia, metoda indirectd (reducere la absurd);
prezentare, proprietati logice pe care se bazeaza, exemplificari.

PROFESORI II

3 2 2 6
1. Seda functia f: R = R, f(z) = T 22 1 Sx * . Se cere:

a) pozitia graficului lui f fatad de asimptota oblici;
b) aria determinata de graficul lui f, asimptota oblics si dreptele de ecuatii # = 0, z = 3v/5;

c) si se demonstreze inegalitatea
arctanv/3 + arctan v/5 — arctan /15 > 0,
utilizand punctul anterior.
2. Sa se discute si sa se rezolve sistemul:

Ba—1)z+2ay+ (3a+1)z2=1
2ax +2ay + (3a+1)z=1b ,
(a+Dz+ (a+1)y+2(a+1)z =b2

unde a, b € R.
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Pe laturile AB, AC' ale triunghiului AABC se costruiesc in afara patratele ABDE si ACFG avand centrele Q4
si Qo (varfurile D, F sunt opuse lui A). Fie {I} = BGUCE. Aritati ca:

a) [BG]=I[CE]si BG L CE,;
b) Q1Q2 este mediatoarea segmentului (A7);
¢) mediana [AM] a triunghiului AABC este inaltime in triunghiul AAEG si EG = 2AM.

Rolul exemplelor in matematica pentru stabilirea consistentei unei definitii si al contraexemplelor pentru sta-
bilirea propozitiei P — @ (Q este independentd de P). Exemplificare.
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IASI
PROFESORI 1

T

2 2
Sa se stabileasca o relatie de recurenta pentru calculul integralelor: I,, = / 2" sinx dr i J, = / x" cosx dr.
0 0

x —X

S& se defineasca pe I = (—1,1) o operatie binard 7" astfel incat functia f: R — I, f(z) = Zm ;:ﬂ sa fie un
izomorfism al grupurilor (R, +) si (£, *).

Se considera un tetraedru ABCD si M € int(ABC). Paralelele prin A, B, C la M D intersecteaza planele
(BCD), (ACD), (ABD) in punctele N, P, respectiv Q. Se considera propozitia:

(S) vol[MNPQ] = 3 - vol[ABCD)].
Se cere:

a) Sa se demonstreze (S) pentru un caz particular;

b) S& se formuleze si sé se demonstreze o analoga plana (P) a lui (S); discutie asupra accesibilitatii problemei
(P);

¢) Prezentati modalitati de constructie a punctelor N, P, @ in plane convenabil alese, reformulati (S) ca o
problema plana si rezolvati-o.

Precizati ce alte teoreme de geometrie pland va sunt utile. (Analizati cazul in care M este centrul de
greutate al triunghiului AABC).

PROFESORI 11

Se considera sirul (ay) cu a, = 2n? — 3n + 4. S4 sc arate ca:

a) dacd un numér din gir se divide cu 4, atunci numéarul urmator marit cu 1 se divide cu 4;

b) din trei termeni consecutivi, doi se divid cu 3.
Se consideri ecuatia x? — 55z 4+ 21 = 0. Se cere:

a) sd se arate cd ecuatia admite doud radacini al caror produs este 1;

b) sa se calculeze radacinile de la punctul anterior.

a) Sa se schiteze un proiect de lectie pentru prezentarea notiunii de centru de greutate al unui tetraedru.

b) Demonstrati toate propozitiile de geometrie plani necesare in abordarea punctului precedent.
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CRAIOVA
PROFESORI 1

Fie f,g: R — R cu proprietatile:

(i) f este continua pe R;
(ii) g este monotona pe R;

(iii) f(z) = g(z), pentru orice z € Q.
Sa se arate ca f = g¢.
Se considerd inelul matricelor ., (R).
a) S& se arate cd nu existd matrice A, B € ., (R) astfel incdt AB — BA =1I,.

1
b) Daca A este o matrice din .#,(Z), sa se determine matricele X din .#,(R) astfel incat X = 2X .

Sa se studieze daca este adevarata propozitia: ”Exista un triunghi AABC cu proprietatea ca m(<A) > 60° si
V3(cot B + cot C) = 27,

a) Teorema directd si teorema reciprocé; conditii necesare si suficiente - aspecte metodice.

b) Datiexemple de teoreme cu o unica reciproca adevarata, cu o unica reciproca falsa si cu mai multe reciproce.
PROFESORI I1

Metoda inductiei matematice. Aspecte metodice. Indicati trei exemple de aplicatii ale acestei metode in geome-
trie sau trigonometrie.

Fie 2z, 2o, ..., z, radacinile de ordinul n ale unitatii. Sa se calculeze:
_ Lk k k
Sg=2r+z+...+ 2,
cu k e N*.

a) Pe un cerc se considerd doud puncte fixe, A si B, iar M un punct mobil. Pe prelungirea segmentului [AM]
in afara cercului se considera punctul N astfel incat M N = M B. Se cere locul geometric al punctului V.

b) S4 se arate ca triunghiul AABC in care are loc inegalitatea:
sin? A 4 sin? B + sin® C' > 2

este ascutitunghic.
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BRASOV
PROFESORI II

a) Se da triunghiul ascutitunghic ABC inscris intr-un cerc. Tangentele la cerc in punctele A, B, C se intalnesc
doud cate doud respectiv in punctele C’, A’, B’ (tangenta in A se intalnesgte cu tangenta in B in punctul
C’ g.a.m.d.). S& se arate cd dreptele AA’, BB', CC’ sunt concurente.

b) S4 se exprime aria triunghiului A’B’C’ in functie de elementele triunghiului ABC.
¢) Sase determine masurile unghiurilor triunghiului initial astfel incat acesta sa fie asemenea cu cel determinat

de tangentele la cerc.

S& se stabileascd dacd multimea M = {2™ - 3™ | m,n € N} inzestrata cu legile de compozitie (pe rand):

a) aTb=cm.m.d.c(a,b);
b) alb=cm.m.m.c.(a,b), formeazi grupuri abeliene.

¢) Notiunile de: grup, subgrup, omomorfism de grupuri. Definitii. Exemple.

Tnvé‘garea prin descoperire la lectiile de algebra.
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CLUJ
PROFESORI II

1. a) (i) S4 se afle trei numere pozitive in progresie aritmetica crescitoare, gtiind ca suma pétratelor acestor
numere este 35 si ca adunand celor trei numere respectiv pe 1, 1, 3 se obtin trei numere in progresie
geometrica.

(ii) S4 se determine coeficientii m, n, p ai polinomului P(X) = X5 —9X* 4+ 24X3 +mX? + nX + p astfel
incat cele trei numere aflate mai sus sa fie radacini ale ecuatiei P(z) = 0 i s& se rezolve aceasta ecuatie.
b) In triunghiul isoscel ABC' se considerd punctul variabil M pe baza BC; notand cu B’ si C’ proiectiile
ortogonale ale lui M pe AC respectiv pe AB iar cu O mijlocul lui AM si @ mijlocul lui BC, sa se arate ca:
(i) OB'=0C" =0Q;
(ii) punctele A, C', M, Q si B’ sunt situate pe un acelasi cerc;
(ili) MB' + MC’ =k (k un numar constant).

2. Metode de rezolvare a problemelor de aritmetica. Exemple.
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GRADUL II
1991

BUCURESTI
PROFESORI I

Continuitatea uniforma (definitie si teorema privind continuitatea uniforma a functiilor continue pe un
interval compact).

Sa se determine punctele de continuitate ale functiei

sin(2? — 32 + 2)

daci z ¢ Q
2 _ k) )
Frl0) =R, fa) =4 & P E2 :
[:v+2}, dacaz € Q
1 <
2.1 daca z € [0,1),
x
S& se arate ca f : [0,2] = R, f(z) = 1, dac z = 1, este integrabild pe [0, 2] si sd se calculeze
Inx, daca z € (1,2]

I:/O2f(3:) dzx.

Notiunea de subgrup. Teorema lui Lagrange. Sa se arate ca pentru orice subgrup G de ordin n si z € G,
avem x™ = e, unde e este elementul unitate al grupului.

Fie w o radacina reala a ecuatiei 22 +x+1 = 0 5i Z[w] = {a+bw|a,b € Z}. Pentru z € Zw], fie p(z) = z- 2.
S& se arate c& Z[w] este un subgrup al lui C gi sa se determine elementele inversabile ale inelului Z[w].

Fie A = (S Z) € M, (C). Si se arate ci A? — (a + d)A + (ad — be)Iz = Oz. Sa se arate ca daci existd
k€ N* cu AF = Oy, atunci A% = O,.

Transformatul prin inversiune al unui cerc.

Fie familia de conice 22 + axy +y? — 62— 16 = 0, unde a € R. Se cere s se discute natura si genul conicelor
din familie, dupa valorile parametrului a.

Fie M un punct variabil pe latura AB a triunghiului AABC'. Paralela prin M la BC' intersecteaza latura
AC in punctul N. Fie @ respectiv P proiectiile ortogonale ale punctelor M respectiv N pe BC. Sa se afle
locul geometric al centrului dreptunghiului M N PQ.

PROFESORI 11

Teorema lui Lagrange privind functiile derivabile (enunt, si demonstratie).

Sa se determine multimea punctelor de continuitate ale functiei:

2 +22—1, dacizeQ
fTR=R, fr) =4, / ) .
2, daci z ¢ Q

Sa se arate ca functia f: R — R, f(x) =

1
3 este integrabild pe [0, 1] si sa se calculeze / f(z) da.
x° 4+ 1 0

(i) Teorema impartirii cu rest a polinoamelor cu coeficienti complecsi.
(ii) Sa se determine restul impartirii polinomului P = (2 + 1)57+! + 267%2 la (2% + 2 + 1).

Fie n € Z cu proprietatea ca n gi 2n 4+ 1 nu sunt divizibile cu 3. Sa se arate ca 4n + 1 este divizibil cu 3.

Sa se demonstreze ca
1 1 1

1
n+1+n+2+ +3n+1> ’

pentru orice n € N.
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Teorema lui Ceva (directa si reciproca).

Fie [AM] si [CD] doud segmente congruente din plan. Sa se gdseascd locul geometric al punctelor M din
plan pentru care
MA? + MB* = MC? + MD?.

Lungimea muchiei unui cub este a. Sa se afle distanta de la o diagonala a cubului la o diagonala a fetei cu
care aceasta nu se intersecteaza.
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TIMISOARA
PROFESORI I

a) Definiti notiunea de multime compacta gi enuntati teorema de caracterizare a mulgimilor compacte din R™.

ey a3 €. d‘ —..",;>0‘
b) Se da functia f : R = R, f(z) = {”L teing, duj Y= S se arate ci existi m,M e Rcum< M
x, daca x < 0
incat f([0,1]) = [m, M].

c) Si se arate ci existd o unica functie f : Ry — R cu proprietatea [f(z)]® + zf(x) = 1, pentru orice 2 > 0.
S# se demonstreze ci f este de clasa C' pe R.

d) Si se facd o prezentare metodica a legaturii dintre monotonie si limite la girurile reale (enunturi fara
demonstratie cu precizari privind teorema directd, reciproca, etc. gi exemple).

Pe multimea A a matricelor reale de forma X = cu a, b, c € R se considera operatiile uzuale de

S O =
O = 2
— o0

adunare gi de Inmultire a matricelor.

a) S4 se cerceteze care dintre urméitoarele afirmatii sunt adevirate gi si se justifice raspunsul:
(i) A(+, ) este un inel;
(ii) (A,-) este un grup;
(iii) (A, -, +) este un inel;

(iv) exista = € A si n € N* incat n3x?

—n2r = 0.
b) Si se determine x™ cu n € N* in cazul ¢ = ab.

¢) Discutati din punct de vedere metodic problema determinarii numarului radacinilor reale ale ecuatiei
23 +ax? +br+m =0, unde a, b € R, iar m un parametru real. Aplicatie pentru ecuatia 2% — 322 +m = 0.

a) Fie A, B, C, D puncte dintr-un spatiu euclidian.
(i) Dacia A, B, C si D sunt necoplanare si (AC) = (AD) = (BC) = (BD), atunci AB 1L CD.
(ii) Sa& se arate ca

o|ABC] < 0[ABD)] + o[BCD] + o[CAD].

Precizati o conditie necesara pentru ca inegalitatea s& devina egalitate. Este aceasta conditie suficienta?
Precizati analogul plan al acestui rezultat.

b) In planul euclidian & raportat la reperul ortonormal R(O, (i,7)) se considera aplicatia fap 1 62— & ale

carei ecuatii In raport cu R sunt date de 2/ = ay + 2, ' = 2 + 2 cu «, B € R. Se cere:

(i) sa se determine «, S € R incat aplicatia sa fie o izometrie si sa se precizeze tipul aplicatiilor fi 1 si
fo1,-1

(ii) sd se afle ecuatia lui f—1 _1(%), unde % este conica de ecuatie 2% + 4y? — 4z — 16y + 16 = 0 in raport
cu R gi sa se deduca natura conicei 4.
Enuntati axioma unghiului in sistemul lui Birkhoff si o teorema in a carei demonstratie se foloseste
axioma de constructie a unghiurilor, precizand modalitatea in care se face aceasta utilizare.

PROFESORI II

T

, dacaz >0
r+1

a) S4 se reprezinte grafic functia f : R = R, f(z) =

22

, dacazxz <0
r—2
b) Continuitatea uniforma a functiilor reale de o variabila reald (definitie si proprietati fird demonstratie). S&

se studieze continuitatea si continuitatea uniforma a functiei f : [—1,1] — R definita prin
1

rsin , daca z € [-1,0]U(0,1]
T .

0, daca =0

flz) =

c) S& se prezinte metodic (fird demonstratie) teoremele lui Fermat, Rolle si Lagrange.
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a) Se dau numerele x = 3/10 +/108 si y = 3/10 —/108. Sa se arate cd & +y = 2 si sd se demonstreze ci
™ + y™ se divide cu 8, pentru orice numar n > 4.

b) Si se determine multimea S a solutiilor reale ale sistemului:

T/yz =4
yvrz =9
z\/Ty = 16

si sa se precizeze care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
A) S este infinita;
B) S are cel mult un element;

2 27 32
o s {79}
D) 5= 2727’32 7 _2’_277_32 ;
383 3 8 3

E) pentru orice (z,y,2) € S, avem xyz = 24.
c) Si se determine multimile A, B, AUB, AnNB, A— Bsi Ax (B— A), unde

A={neN|log,2-log, ¥/n+n-log, V4<8-log, V/2},
B={neN'|z2+2(n—1)z+n?>—-3n+8>0,(V)r € R}.

d) Determinanti (definitie si metode de calcul). Expunere metodica. Aplicatie: sa se calculeze prin doud
metode determinantul:

o o
ISEEeINS
Q

b

a) Fie cercurile € (O1;71) si 62(0a2;r2) secante in A si B. O secantd variabila trecadnd prin A taie €1 in M si
%, in N. Se cere:
(i) Sa se arate ca m(<M BN) este constanta.
(ii) Fie P € 41, Q € %» si o secantd ce trece prin B incat PQ || MN. Sa se demonstreze c& M N PQ este
paralelogram.
(iii) Sa se determine pozitia secantei M N astfel incat distanta M N sa fie maxima.
(iv) Daca %, trece prin O si notdm cu C si D punctele de contact ale tangentelor comune la aceste cercuri
cu %5, sa se demonstreze ca dreapta C'D este tangenta la 4.

b) Definiti paralelismul dreptelor in plan, enuntati axioma paralelelor gi doud teoreme in a ciror demonstratie
se foloseste aceasta axioma, precizand modul in care se face aceasta utilizare. Schitati un plan de lectie
care sa reflecte aceasta problematica.
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TASI
PROFESORI I

eI

a 0,1
Fie f:[0,1] = R definitd prin f(z) = { e* — 1’ dacd z € (0,1],
0, daca r =0

[0,1] si s& se determine valoarea integralei.

. Sa se arate ca f este integrabila Riemann pe

Fie (R, +) grupul aditiv al numerelor reale si (K, +,-) un corp comutativ. Fie f1, fo, ..., fn : (R,+) = (K*,-)
n morfisme de grupuri. S& se arate ca in K are loc egalitatea:
fl(O) fZ(O) fn(O)
1 1 - (1 .
A LM BT ) - p)).

o 1<i<j<n

A—=1) fa(n—1) ... fan—1)

Cercul lui Euler: definitie, centrul, raza, aspecte metodice in predare, aplicatii.
PROFESORI I1

Sa se calculeze integrala: .
flu) = /0 (22 + 2z cosu+ 1) dv, u € [O, ;T]
si sa se studieze continuitatea functiei f in u = 0.
Pentru a > 0 gi a # 1, si se rezolve inecuatia:
log,(1 —8a™") > 2(1 — z).

a) Volumul conului: predare in gimnaziu.

b) Si se determine raza bazei gi inaltimea conului circular drept de volum maxim inscris intr-o sfera de raza

R.
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CLUJ-NAPOCA
PROFESORI I

‘ L;"LZ ,» dacda# (0,0),
Fie f : R? — R definita prin f(x) = \/ xy + a3 . Studiati continuitatea, existenta
0, dacd x = (x1,22) = (0,0)
derivatelor partiale si diferentiabilitatea functiei f in punctul (0, 0).
Seda f:R* 5 R3, f(z,y,2) = (x+y,y — z,2+y + 2).
a) Sa se verifice cd f este o aplicatie liniara.
b) Sa se determine matricea lui f in baza canonica B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}.
Intr-un con circular drept se inscrie o sfera astfel incat cercul de tangenta dintre ele este baza unui cilindru

inscris in sfera. Raportul dintre aria sferei si aria totala a conului este 9 Sa se determine raportul dintre
volumul cilindrului si volumul conului.

Metoda inductiei. Inductia matematica; exemple din diferite capitole ale programei scolare.

PROFESORI II

1
. % 1% . . v . . . _ ‘2 _ ¥
Se considera un numar dat a € [0, 1] si se considera un sir (z,) definit prin a,41 = 9 (a+22) cuzg=0. Sa se
demonstreze ca acest gir este convergent i sa i se afle limita.
a) Metodica predarii notiunii de ecuatjie.
b) Se dau numerele 123;, 140,, 156, scrise in baza b. Stiind ca acestea sunt in progresie aritmetica, sa se

determine baza b.

Se da triunghiul AABC, AB = AC =1, BC = 2a, iar O centrul cercului tangent in B, C respectiv la AB, AC.
Se cere:

a) Sa se exprime aria acestui disc in functie de a si I.

b) Sa se demonstreze ca patrulaterul ABOC' este inscriptibil.
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CRAIOVA
PROFESORI I

a) Teorema lui Fermat (relativd la extremele functiilor). Enunt, demonstratie, aspecte metodice.

2 2
b) Fie functia f : D = R, f(z) = ~ arcsin 1 +xx27 unde D este domeniul maxim de definitie al lui f. Se cere:
™

(i) reprezentarea grafica a [unctiei f;
1
(ii) s& se calculeze / [(x) da:
Jo
(iii) <& se studieze convergenta girului

(an)nen+, anz(fofi’...oi)(;>,n€N*

de n ori

si, In caz de convergenta, sa se calculeze limita sa.

a) Sa se determine automorfismele corpurilor Q, Q(\/ 2), R inzestrate cu operatiile uzuale.

b) Fie polinomul P(X) = X?" — 1, unde n > 2. Se cere:
(i) Sa se descompuna P in factori ireductibili in C[X] si R[X].

n—1
(i) Dacd a;, o; (i =1,2,...,n — 1) sunt radacinile complexe ale lui P, atunci: H [(1—a;)(l—a;)]=n.
i=1
(iii) Sa se verifice identitatea:
om o2 (n—1)m n
sin  sin  ...sin = .
n n n n—1

Sa se determine locul geometric al punctelor din plan care au suma distantelor la doua drepte date, din acelasi
plan, constanta.
a) Solutie sintetica.

b) Solutie analitica.
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BRASOV
PROFESORI I

-1

1. Fie F: R — R definitd prin F(z) = / |2* +a| dz. Se cere:

3.

a)
b)
c)
a)
b)

c)

0
si se calculeze F'(a);
sa se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei F;

sa se determine valoarea minima a functiei F.

Grupuri cu patru elemente.

S# se demonstreze ci ecuatia 23 + ax? +bx +c = 0, unde a, b, ¢ € R, are radicinile cu partea reala negativa
daca si numai daca a, b, ¢ > 0 si ab > c.

S se determine pozitia punctului P(a, 3), astfel incat ecuagia 2% + (6 — a? — 32)2? + x + 2a — 2/3? sa aiba
astfel de radacini.

Sa se prezinte mai multe demonstratii ale concurentei medianelor unui triunghi.
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BRASOV
PROFESORI 11

1. In cubul ABCDA'B'C'D’ cu muchiile de lungime a, se duce prin punctul M € [AC’] un plan perpendicular pe
AC'.

a) S4 se precizeze forma sectiunii in cub in functie de AM = z.
av/3
5 |

b) Si se calculeze aria sectiunii pentru = € (07

av/'3

c) Sa se calculeze aria sectiunii pentru = = 5

2. a) Si sc rezolve ccuatia B(z) = 28 —22% +1 = 0.
b) Si se arate cd M = {2 € C | E(z) = 0} poate fi organizata ca grup multiplicativ.
c) S4& se giseasca toate subrupurile acestui grup.

3. Sa se determine dreptunghiul de arie maxima inscris in cercul de raza R.

4. Aspecte metodice ale predarii teoremei lui Pitagora.

9
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CRAIOVA
PROFESORI 11

1. Teorema celor trei perpendiculare. Enunt, demonstratie, reciproce, aspecte metodice.
2. Sa se determine radacinile intregi ale ecuatiel /x + \/y = V/1960.
3. Fie A o multime nevida finita si f: A = A o functie.

a) S& se arate cd afirmatiile:
(i) f este injectiva;
(ii) f este surjectiva,
(iii) f este bijectiva;
sunt echivalente;
b) Si se determine numarul total de functii f: A — A;
c) Sa se determine numarul total de functii f: A — A injective.
4. Fie ABC un triunghi echilateral si M un punct in interiorul sau. Fie A, Bi, C; proiectiile lui M pe laturile
BC, CA, AB.
a) Sisearate ca suma M A1+ M By +MC] este constanta. Preciza{i constanta in functie de latura triunghiului.
b) Formulati si demonstrati enuntul analog in cazul spatiului.
c) Sai se arate ca& ACy + BA1 + C By este constanta.

d) Determinati pozitia lui M pentru care aria triunghiului A; B1C; este maxima.
5. Fie f:R =R, f(x) = |z — 1le”1*|. Se cere:
a) Graficul functiei f.

n

b) lim f(z) du.

n—0o0 0

10
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GRADUL II
1992
PROFESORI I

1. Se considera functia f: [—2,2] — R definita prin

1, daca z € [-2,-1)

0, daca r = —1

ze®, dacd = € (—1,0)
flx) = x

14 daca z € [0, 1]

1
5 ++/1 -2z, dacd z € (1,2

Se cere:
a) S& se arate cd f este derivabild in # = 0 si s se calculeze f/(0).
b) S& se demonstreze cd f nu este derivabila de doud ori in x = 0.
c) S4 se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de coordonate (0,0).
d) S4d se reprezinte grafic functia f.
2. a) Fie 1, 72, 3 radacinile ecuatiei 23 + 22 — 1 = 0. Sa se calculeze ¥1° + 230 + 210
b) Fie K un corp cu un numar finit g de elemente. Si se arate ca:
(i) exista un numar prim p > 1 gi un numar natural n astfel ca g = p";
(ii) orice functie f : K — K este polinomiala.
3. Se considers familia de conice 22 + (m? + 1)my? + 22 +1 —m = 0.

a) Sa se discute dupd m € R natura conicelor.

b) Pentru ce valori ale lui m conica devine hiperbold echilatera?

4. Utilizarea cunogtintelor de teoria multimilor si teoria functiilor in predarea problemelor de loc geometric (analitic
si sintetic).
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PROFESORI 11

Inx 1
Sa se calculeze primitivele functiei f(x) = e’ unde f: < ,oc) - R.
nx e

a1+

Sa se arate ca orice multime A = {aq,...,a,} de numere intregi contine o submultime B cu proprietatea ca
suma elementelor din B este divizibila cu n.

Se dau in spatiu punctele A, B, C, D astfel incat AB 1L CD si AC 1L BD. Sa se arate ca AD 1 BC.

0 1

Fic A € Ms(Z), A = <_1 0

>. Sa sc rezolve in #5(Z) cenatia X = AX — X A.

Constructia corpului numerelor rationale. Metodica predarii notiunii de numar rational.



-31-

GRADUL II
1993

BUCURESTI
PROFESORI 1

a) Tipuri de probleme necesare insusirii temei ” Derivata unei functii intr-un punct; functii derivabile”.

b) Fie f: R — R derivabild si g : R — R definitd prin g(z) = |f(z)| pentru z € R. Fie a, b € R astfel incét
f(a) =0, f(b) #0. S& se arate ca:

(i) g este derivabila in a & f'(a) = 0;
(ii) g este derivabila in b.
a) Criteriul lui Eisenstein.
b) Fie p > 2 un numar prim si n = p*, k € N.
(i) Si se determine elementele 2 € Z, pentru care 22 = 1.
(ii) Sa se arate ca produsul elementelor inversabile din inelul Z, este —1.

231
(iii) S4& se arate c& (p ')' + pP se divide cu pPt2.
p!

Fie ABCD un patrulater convex si {O} = AC' N BD. Aratati ca daca razele cercurilor inscrise in triunghiurile
ANABO, ABCO, ACDO si ADAO sunt egale, atunci ABCD este romb.

PROFESORI II

Fie functia f : R — R definitd prin f(x) = x + \/|2 — 1|, V = € R. S& se studieze derivabilitatea functiei f. Sa
se alcatuiasca tabelul de variatie gi sa se reprezinte grafic functia f.

Fie a € Z astfel incat a*” = 14 (mod 17). S& se afle restul impartirii lui a la 17.

Sa se calculeze partea intreaga a lui 3v3,

Prin punctul P oarecare al laturii AC' a triunghiului ABC se duc paralele la medianele AA’ si CC’ ale triunghiului
ABC, care intersecteaza laturile BC si AB in F si F respectiv. Ard tati ca medianele AA’ si CC’ impart
segmentul F'F in trei parti egale.

Predarea temelor: Trunchiul de piramidd, Trunchiul de con; ariile si volumele lor.
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TIMISOARA

1. DProblematizare in predarea limitelor [ = lim f(z) pentru l € {—o00, 00} sau xg € {—00, 00}.
T—X0

2. Fie f: A — B o aplicatie si Ry o relatie binara pe A definita prin 2Ry < f(z) = f(y).

a) Aratati ca Ry este o relatie de echivalenta pe A.
b) Daca f: R xR — R x R este definita prin

X Yy 5
flz,y) = (\/ﬂ32—|—y27 \/x2+y2) ; daca (1'71/)7&(070)7
(0?0)7 dacd (z,y) = (0,0)

gasiti clasa de echivalenta C(; o) determinata de relagia Ry ce congine elementul (1,0) si descrieti geometric
clasa de echivalenta C(, ;) determinata de Ry ce contine elementul (a, b).

c) Daci A si B sunt grupuri si f este un morfism surjectiv, aratati cd clasa de echivalenta C. determinata
de Ry ce contine elementul neutru e al grupului A este un subgrup normal al lui A si ¢ : Alc, = B,
o(Cy) = f(x) (V) Cp € Alc, este un izomorfism de grupuri.

3. DPe parabola y?> = 2px se consideri trei puncte distincte A, B, C. Tangentele in aceste puncte la parabola
determind triunghiul AA’B’C’. S4 se arate ca:

a) o[ABC] =2 o[A'B'C).

b) Focarul F al parabolei apartine cercului circumscris triunghiului AA’B’C”.

PROFESORI 11

1. Fie ABC un triunghi si A’B’C’ triunghiul siu ortic. Sa se arate ci
Pape _ R
Pypcr v

2. Reprezentati grafic functia datd prin f(z) = /2 (x + 1)2.

3. Invatarea prin descoperire la lectiile Cel mai mare divizor comun si Cel mai mic multiplu comun a doua poli-
noame.
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BRASOV
PROFESORI II

Fie triunghiul 77, de laturi a > b > ¢.

20% +2¢% — a?
A .
b) S4 se gdseasca relatia & intre a, b, ¢ astfel ca T} sd fie asemenea cu Ty, unde Ty este triunghiul care are
laturile de lungimi egale respectiv cu lungimile medianelor triunghiului 77;.

a) S se deduca formula lungimii medianei m2 =

¢) Dacia Z este satisfacuta, exista triunghiurile T3, Ty, ..., fiecare avand lungimile laturilor egale cu lungim-
ile medianelor triunghiului precedent, asemenea intre ele, intre doua triunghiuri succesive raportul de

V3

5

d) Sd se determine ng incepand de la care

asemanare fiind

Se dau functiile definite de expresiile
fi(z) =z, folz) =

a) S& se reprezinte grafic pe domeniile lor de definitie maxime (prin orice procedeu).

b) Sd se arate ca F' = {f1, fa, f3} (definite pe intersectia domeniilor), fata de operatia de compunere de functii,
formeaza un grup.

c) S4 se dea alte doud exemple de grupuri cu 3 elemente.

d) S4 se arate ca toate grupurile cu trei elemente sunt izomorfe intre ele.

Teorema directa, reciproca, contrara, contrara reciprocei. Comentarii i exemplificari din geometria plana.
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CLUJ
PROFESORI II

Sa se defineasca notiunea de relatie de echivalenta. Sa se arate ca in N x N relatia ”~" definita prin
(r1,91) ~ (T2, 92) <= 21+ Y2 = 22 + 1

este o relatie de echivalenta. Pentru ce se realizeaza aceasta relatie in aritmetica?

Sa se enunte teorema lui Cramer privind sistemele de ecuatii liniare. S& se discute in functie de m € R si in caz
de compatibilitate sa se rezolve sistemul:

mr+ y+ z=1
r+my+ z=m
r+ y+mz=m?+5m+7.

Metodica predarii relatiilor metrice in triunghiul dreptunghic.
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CRAIOVA
PROFESORI II

Rolul exemplelor in predare si invatare:

a) 1n definirea conceptelor matematice;
b) in demonstrarea teoremelor.

T

Se considera functia f:[0,00) = R, f(z) = .
rz+1
a) Sa se demonstreze ca f este strict crescdtoare pe [0, 00) iar apoi si se determine Im(f).

b) Utilizdnd eventual rezultatul de la punctul a), si se demonstreze ci pentru orice z1, zo € C, avem inegali-
tatea:
|21 + 22| |21 22|
T+]zr+ 2 = 14 ]z] 14|z

c) Dati o generalizare a inegalitatii de la punctul b).

Fie ABC un triunghi oarecare si M un punct oarecare in planul sdu. Se noteaza cu A’, B’, C’ simetricele lui M
fata de laturile BC, C A respectiv AB.
a) Demonstrati cd dreptele AA’, BB, CC’ sunt concurente.

b) Daca M’ este punctul de concurenta de la a), demonstrati ci dreapta MM’ trece prin centrul de greutate
al triunghiului ABC.

¢) Folosind eventual rezultatele de la punctele precedente, deduceti locul geometric al punctelor M, cand M
descrie cercul circumscris triunghiului ABC.
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IASI
PROFESORI II

Se considerd matricea M(a) = (2 _Ua), a c R*.

a) Saseafle (M(a))",n €N, n>1.
b) Pentru a = 1, si se arate cd multimea puterilor naturale formeaza un grup multiplicativ.
c) S4 se arate cd acest grup este izomorf cu grupul Zy.

Fie ABCD un trapez cu baza mare AB si baza micd C'D in care notdm {O} = AC N BD. O paraleld dusé prin
O la baza taie laturile neparalele in E si F' (E € AD). Sa se arate ca:

a) Punctul O este mijlocul segmentului EF.

b) Diagonalele AC si BD se taie intr-un raport egal cu raportul bazelor.
0) 1 . 1
EO AB CD

mediei armonice.

si deduceti ca EF cste media armonica a bazelor. Formulati o metoda de constructic a

Metodica predarii temei ” Divizibilitatea in multimea numerelor intregi”.
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GRADUL II
1994

CRAIOVA
PROFESORI 1

2
T
a) S& se calculeze: / max {x, sin ‘2 } dx.
0

b) Si se arate ci: lim /|a|” + [b|* = max{|al, |b]}.

n—roo
c¢) Fie f: R — R definita prin f(z) = el#®+az+bl G4 se determine numerele reale a si b astfel ca functia f sa

admita extreme in punctele de abscise —1, 2, 5.

Fie U, = (s € C|f =11 <k <,z = 1}

a) 5S4 se calculeze: Sy = Z z]’-€ cukeN
j=1

n
b) S4 se arate ca: H(l —zj)=mn.
j=2
¢) Fie G C C* un grup multiplicativ cu n elemente. Sa se arate ca G = U,,.
d) Sa se determine toate subgrupurile lui U,.
a) Fie SABCD o piramida patrulaterd regulata cu lungimea laturii bazei egala cu a si unghiul diedru dintre o
fata laterala si planul bazei de masura «. Prin dreapta AB se duce un plan 7 care face cu planul bazei un

unghi de masura < «. S& se determine forma si aria sectiunii ABM N realizata de planul 7 in piramida
datd (M € SC, N € SD) si conditia ca planul 7 si determine in piramida doué corpuri de volume egale.

b) Dacd ABCD este un patrulater convex dat, sa se determine locul geometric al punctului S din spatiu astfel
incat SA% + SB? + SC? + SD? = k, k = constant.

Inductia matematica. Dati cate un exemplu din: Inegalitati, Divizibilitate, Combinatorica.
PROFESORI II

Teorema directa, reciproca, contrara, contrara reciprocei. Exemple:

a) Teorema cu mai multe reciproce, nu toate adevarate;

b) Teorema cu reciprocele false.

Fie ABC un triunghi oarecare si AD bisectoare (D € BC). Cercul circumscris triunghiului ABD taie segmentul
AC in N, iar cercul circumscris triunghiului AC'D taie segmentul AB in M. Sa se arate ca BM = CN.

Sa se determine multimea

A:{:UEN

'+ 2% +x+3 }

) eN
?+z+1

Fie #/ = {A € #r(R)|'A- A= L}.

a) Orice matrice din .# este inversabila.

sin 6 cosf

b) Daca A € # si det(A) = 1, atunci exista 6 € [0, 27) astfel incat A = (COSQ B Sme).

c) Pentru A € ., cu det(A) = 1, si se calculeze matricea A™.
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TIMISOARA
PROFESORI I

T
1. Fie f: Ry — Ry definita prin f(z) = / ’tQ - 1’ dt. Se cere:
0

a) sa se expliciteze f gi sd se determine constanta ¢ din teorema lui Lagrange pentru functia f pe [0, 2];
b) punctele de extrem si punctele de inflexiune ale functiei f;
c) sa se arate ca f este o bijectie de la Ry la Ry;
d) sa se determine multimea de derivabilitate a inversei f~! si sd se arate ca pe aceastd multime avem:
(@ - |l @P -1 =1.
2. Fie A=1{0,1,a,b} un inel cu patru elemente. Sa se arate ca:
a) f:A— A, f(x) =1+ x este bijectivi;

b) Y fa)=1+a+bsil+14+14+1=0;
€A

¢) daca A este corp, atunci 1 +1 =0.

3. In exteriorul patratului ABCD se considers punctul £ astfel incat m(<tAEB) = 90°.
a) Daca O este centrul patratului, atunci EO este bisectoarea unghiului <AFEB.
b) Sa se arate ca FO < AB.

c) S& se arate cd centrul cercului inscris in AAEB se afla pe cercul circumscris patratului ABCD.
PROFESORI I1

1. Rolul problemelor in predare si invatare. Tipuri de probleme si metode de rezolvare.

T +m, daca x <0

2. Fie functia f(x) =
ta /() {x2+mx+1, daca x > 0.

a) S4 se studieze in functie de m € R:
(i) continuitatea si derivabilitatea lui f;
(ii) primitivabilitatea si monotonia lui f.
b) Pentru m = 1 se cere:
(i) graficul lui f;

1
(i) [ 1 S

x?2 41
3. Se considera trapezul isoscel ABC'D cu baza mare AB si fie O punctul de intersectie a diagonalelor.

a) Sa se arate ca daca M este mijlocul lui AD, N mijlocul lui OC si P mijlocul lui OB, iar m(<AOB) = 60°,
atunci triunghiul M N P este echilateral.

b) Daca m(<AOB) = 60°, atunci AC = AB + CD. Este adevarata reciproca?

4. Sa se rezolve ecuatia |x — 1|+ | + 1| =2, 2 € R.
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TASI
PROFESORI II

a,b,ce Z} a matricelor patratice superior triunghiulare formeaza un

Sa se arate cd multimea A = { (8 IC))
subinel in .#5(Z).
Sa se arate ca orice numar prim este de forma 4n + 1 sau 4n — 1, unde n € N*,

2 —1, daca z € [0,1)

Se considera functia f: [0,2] = R, f(x) = {l(em —e), dacize (12,

a) Sa se studieze continuitatea si derivabilitatea acestei functii in punctul z = 1.
2
b) S& se calculeze / f(z) de.
0
Pe ipotenuza BC' a triunghiului dreptunghic ABC' se considera un punct D §i se noteazd cu E si F' proiectiile
lui D pe catetele AB si AC.

a) S4& se demonstreze cd suma distantelor punctelor E si F la ipotenuza BC este egald cu inéltimea din A a
triunghiului ABC.

b) Se noteazd cu P gi ) simetricele lui D fatd de punctele E gi F. S se demonstreze cd punctele P, A, Q)
sunt coliniare.

Relatii metrice intr-un triunghi dreptunghic. Predarea in gimnaziu.
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CLUJ
PROFESORI I1

Se dau polinoamele P (X) = X2 +nX —3 € R[X], »(X) = X% - X2 —5X +m € R[X].

a) Sa se determine m si n astfel incat P; si Ps sa aiba radédcini comune.
b) Pentru valorile obtinute si se afle radacinile celor doud polinoame.

c) Sa se determine m astfel incat P, sa aiba o singura radacind reala.
Se considerd functia f: [~1,1] — R definita prin f(z) = /(1 — 22)3.
a) Sa se reprezinte grafic functia.

b) S4 se calculeze aria cuprinsé intre graficul functiei si axa Ouz.

a) Criterii de divizibilitate in N.

b) Si se arate c¢i ¥V n € N, numérul 17471 4+ 3. 927:10.
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BUCURESTI
PROFESORI I1

a) Fie a, b € 7. Sa se arate ca 7 divide a? + b? daca si numai daci 7 divide a si 7 divide b.
b) Determinati n € N pentru care 7 divide 227 + 2" + 1.

a) Demonstrati ci in orice tetraedru segmentele care unesc respectiv mijloacele a doua muchii opuse, au un
punct comun G.

b) Fiind dat tetraedrul ABCD, aratati ca oricare ar fi P un punct din spatiu, are loc egalitatea:

PA? + PB? + PC? + PD? = APG? + GA? + GB? + GC? + GD>.

1
. . COST \ ,2
S& se calculeze lim ( )I .
z—0 \ COS 2a;

Inversiuni in planul euclidian; aplicatii la demonstrarea unor teoreme clasice si rezolvarea de probleme.
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BRASOV
PROFESORI II

1. Sa se rezolve:

a) 20+ 7
3—x

b) +/2|z| -2z =5m —z, m € R.

J =3z + 1, unde | | este functia parte intreags;

2. Pe laturile triunghiului ABC se considerd in exterior triunghiurile BCI, CAJ, ABK echilaterale. Sa se arate
ca:

a) Cercurile circumscrise celor trei triunghiuri construite trec printr-un punct M.
b) Dreptele AI, B.J, CK sunt concurente in M.

¢) Suma distantelor de la M la varfurile triunghiului ABC' este minima.
3. Care dintre afirmatiile urmatoare sunt adevarate:

a) z<y<= 2’ <y’

b) (AUB)C (BUC) <= ACC;

c) f, g injective <= f o g injectiv;
d) f, g surjective <= f o g surjectivi;

Justificati prin exemple.



-43 -

GRADUL II
1995

CRAIOVA
PROFESORI 1

Fie f: R — R definitd prin f(z) = 2(1 4+ e7%).

a) Si se arate ci f este indefinit derivabild si cd f(™(z) = a,e™ + bywe™, (V) n > 3, (V) 2 € R. Deduceti
Ca apyq1 = by —ay 81 b1 = —by.

b) Ardtati ca f'(x) >0, (V) 2 € R si apoi sd se reprezinte grafic functia.

¢) Determinati punctele de pe grafic in care tangenta la acesta este paraleld cu asimptota oblica.

d) Sd se calculeze: lim / [f(z) — 2] du.
0

a—r o0

cosae 0 sina
Se da matricea A = 0 1 0 cu a € R.
—sina 0 cosa
a) Sa se calculeze A™ pentru n € N*.

b) S se calculeze A + A% 4 ... 4+ A™ scriind-o sub forma cea mai simpla.

T sin 3o
¢) Fie matricele C = [y | si D = | tan3a |. Sa se afle x, y, z € R incat A-C = D.
z cos 3o

Sa se determine locul geometric al punctelor din planul euclidian pentru care raportul distantelor fata de un
punct fix A si [atd de o dreapta fixa d este constant (A ¢ d).

Exemple si contraexemple in algebra, analiza si geometrie.
PROFESORI 11

Exemple si contraexemple in aritmetica, geometrie si analiza matematica.
Fie f: D = R, f(z) = 2v/22 +2ma + 1 cu m € R, unde D este domeniul de definitie al functiei f.

a) Sa se determine m astfel incit f s& admitd un extrem in x = 1.
b) Pentru m = 1 cercetati derivabilitatea functiei si reprezentati grafic functia f.

¢) Determinati mulfimea numerelor p € R pentru care ecuatia f(x) = p are trei radacini reale diferite, pentru
m = 1.

d) Calculati aria domeniului marginit de graficul lui f si tangenta la acest grafic in 0(0,0), in cazul m = 1.
a) Fiex, y € R, n € N* astfel incat n(y — ) = x — 1. S& se arate cd
xn+1 _ yn _ (I _ y)‘Z(mn—l 4 2:5"_2@/ + 31,71—3y2 L+ le"_l).

b) Demonstrati ca

a\m a n+1

(1+ ) <<1+ ) ,a€R*, neN,

n n+1
Fie ABCD un paralelogram cu diagonalele AC si BD.
a) Sa se arate ci AC* + BD? = 2(AB?* 4+ AD?).

b) Daca AC?- BD?* = AB* + AD*, s se calculeze masura unghiului obtuz al paralelogramului.
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TIMISOARA
PROFESORI 1

Fie P € R[X] un polinom de gradul n, avand radacinile reale i diferite, x;, i = 1,n.

a) Sa se arate cd daca x; # 2, ¢ = 1, n, atunci 2": ! P'2)
a ) / [ ,t=L,n,a 1 = .
—~2-u P(2)

b) Si se arate ca: P"(z) - P(z) < [P'(2)]?, (V) z € R.
o0
¢) Studiati natura integralei improprii / P() dx, unde P(x) = 22 + o si a € R. Determinati valoarea
integralei In caz de convergenta. ‘
Fie (G,:) un grup si z, y € G.

a) Sa se arate ci daci xy® = ¢z si zy!! = y'lz, atunci zy = yz.

b) S& se arate cd daca pentru m, n € N*, prime intre ele, xy™ = y™x gi xy"™ = y"z, atunci zy = yz.

Fie cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura a si E mijlocul lui AA’. Pe semidreapta (DA, fic F' ¢ [AD] astfel incat
AF = . Determinati centrul si raza sferei ce contine punctele E, F, este tangenta la planele (BB'C'C) si

(DD'C'C) si are raza minima.

Utilizarea metodei inductiei matematice in lectiile de algebra, geometrie si analiza.

PROFESORI II

Fie f: R — R datd prin f(z) =e¢* — 1 — .

a) Sa se reprezinte graficul lui f.
b) Sd se aratecae® > 142, Vo € R.

1 ! 2 T
c) Sdscarateca < / e de < -
€ 0 4

Sa se determine a € R astfel incat functia f : (=00, 2) — (0,00) data prin:

£(a) 22 —2x+2, dacax<1
€Tr) =
ar + 2, dacal<ax <2

sa fie bijectiva. Pentru aceasta valoare a lui a € R sa se gaseasca inversa functiei f.

Pe planul patratului ABCD se construiegte perpendiculara AM astfel incat AC = MO, O fiind punctul de
intersectie al diagonalelor patratului. Se noteazi cu E si F' mijloacele segmentelor M B i M D, iar {I} =
AM N (CEF). Se cere:

a) Sa sec arate ca (AEF) L (CEF).

b) Masura unghiului diedru dintre (CEF) si (ABC) este 30°.

¢) PA=2PM.

Invatarea prin descoperire in predarea functiilor elementare.
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BRASOV
PROFESORI II

: . y . 1+ 22
a) S& se reprezinte grafic functia data de f(z) = (1+ )’ x> 1.
(11—
b) Se d& o piramida patrulatera regulata cu latura bazei de lungime a si unghiul dintre o fata laterald si baza
C e » . R . . . .
de méasurd «. Sd se exprime E(«) = ', unde R i r sunt razele sferelor circumscrisa respectiv inscrisa.
r
c) S4 se determine (folosind eventual punctul a)) valoarea minima pentru E(«), aproximand cat mai bine
(fara tabele) unghiul corespunzator.

a) S4 se discute dupa valorile parametrului real m gi si se rezolve sistemul:
2r+ y— 62=0

T+ y+ 3z2=3m
mx — 2y+ 3z=—3m.

b) Sa se discute dupa valorile parametrului real m gi si se rezolve sistemul:
20z] + [y] - 6

[ [2] =0
]+ [+ 3] 3m
mlz] — 2[y] + 3[z] = —3m.

z] =

2

unde prin [z] se intelege intregul cel mai apropiat, mai mic sau egal cu x.

S& se dea doud exemple de probleme cu continut practic (geometrie plana si algebra) motivandu-se propunerile.
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BUCURESTI
PROFESORI II

Sa se rezolve in Z ecuatia 2% + 3% = 2 + .

Definim sirul (z,),>0 astfel:
2o =1, 2p41 = \/1 + 2,

pentru orice n € N.
a) Sa se arate ca x, < 2, pentru orice n € N,
b) Sa se arate ca (z,,),>0 este strict crescator.
c) S4 se calculeze limita acestui sir.
O dreaptéd d intersecteaza laturile AB si AD ale paralelogramului ABC'D in punctele F si F respectiv, iar
diagonala AC in G. Aratati ca
AB n AD AC
AE  AF  AG

Relatii metrice in triunghiul dreptunghic.
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CLUJ
PROFESORI II

1. Predarea in scoala generala a sistemelor de ecuatii liniare.

2. Sa se demonstreze ca intr-un tetraedru ABC D segmentele determinate de mijloacele muchiilor opuse sunt con-
curente.

3. a) Si se defineascd notiunea de numaér prim. S& se enunte si sd se demonstreze teorema fundamentald a
aritmeticii.
b) Se dau cinci numere impare diferite. Sa se demonstreze cd existd doud dintre ele a caror diferenta se divide
cu 8.
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IASI
PROFESORI II

Se considera functia f: (0,00) = R, f(z) =2 —alnx — 1.

a) Sa se determine ll\r&)f(@)

b) Sa se arate ca ecuatia f(z) = 0 are numai solutia x = 1.
Se considera triunghiul echilateral ABC avand laturile de lungime a. Fie I7, F intersectiile bisectoarei exterioare
a unghiului <BAC cu bisectoarea unghiului <ACB gi M un punct oarecare pe (AB).
a) Aratati ca:
(i) AABE = AACF;
(i) FC < FE;
(ili) MC+ ME > AC + AE.

b) Sa se calculeze aria totald si volumul corpului obtinut prin rotatia triunghiului ACAF in jurul laturii [AF].

Numere naturale prime. Teorema fundamentald a aritmeticii numerelor naturale. Aspecte metodice.
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GRADUL II
1996
TIMISOARA
00 0 01
10 0 0 0
Se considera matricea A= [0 1 0 0 0] sise cere:
00 1 00
00010

a) Si se arate cd multimea & = {A" |n € N*} formeaza grup in raport cu operatia de inmultire a matricelor.
b) Si se arate cd grupul ¢4 este izomorf cu grupul multiplicativ al radéacinilor de ordinul cinci ale unitatii.
q . o ., x .
Se considerd functia f(z) = si se cere:
1+ zelz—1l
a) Sa se reprezinte grafic functia f.
b) Si se discute numarul radécinilor reale ale ecuatiei m + 2:(mel* =1 — 1) = 0 in functie de parametrul m € R.

Printr-un punct P al unui cerc se construiesc trei coarde [PA], [PB] si [PC]. Pe fiecare coarda ca diametru se
construieste cite un cerc. Sa se demonstreze ca aceste cercuri care trec toate prin punctul P, se intersecteaza
doua cate doua in trei puncte coliniare.

a) Metoda reducerii la absurd.

b) Rezolvati problema urmatoare (comentarii metodice):

S4 se arate ca \3/20+14\/2+ {/20—14\/2:4.
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GRADUL I1
1998

Cluj-Napoca
Profesor I

1. Fie R raza sferei circumscrise unei piramide patrulatere regulate si r raza sferei inscrise in aceasta
piramida. Sa se demonstreze cd

sz/2+1.
-

2. a) Sai se rezolve ecuatiile
2% — 52t + 323 + 1122 — 62 —4 =0si 2° — 52" + 623 4+ 222 — 120+ 8 =0,

stiind ca admit radacini comune.
b) Fie (G1,-) si (Ga,-) grupuri si f : G; — G2 omomorfism. Aratati ca:
(1) ker(f) = {z € G1| f(x) = ea} este un subgrup normal in (G, -);
(ii) f este injectivd daca si numai daca ker(f) = {e1};
(iii) daca H; este un subgrup al lui Gy, atunci f(H;) este un subgrup al lui (Gg,-);
(iv) daca Hy este un subgrup al lui Ga, atunci f~1(Ha) este un subgrup al lui (Gq, ).

3. a) Predarea teoremei lui Rolle. Observatii. Interpretare geometrica.
b) Sa se cerceteze dacd sunt indeplinite conditiile de aplicabilitate ale teoremei lui Rolle pentru
functiile:
(i) f:[-1,1] >R, f(z) =V1-—a?
(i) f:00,2] = R, f(z) =z —1].
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Cluj-Napoca
Profesor 11

Sa se determine multimea A = {IL‘ ez

3 _3x+2

T T+ cz b
20+ 1

T —m, daca z <0

. S& se determine m si n pentru care functia f,,

Fie m, n € R si =
S fmn( ) {n,’r—}—m» dacaxz >0

este:

a) surjectiva,

b) injectiva,

c) Dbijectiva.

a) Asemdanarea trinnghiurilor.

b) Dintr-un punct exterior cercului (0, r) se duc tangentele M A si MB. Prin A se duce o
paralela cu M B care intersecteaza cercul a doua oara in C, iar M C' intersecteaza cercul in D.

Arstati ca MT =1TB.
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GRADUL II
1999

Cluj-Napoca
Profesor I

1. Fie M multimea matricelor patrate de ordinul al doilea de forma M (a) = <_§?§Z ELI;Z), unde

a € R. Sa se arate ca:

a) multimea M este un grup abelian in raport cu operatia de inmultire a matricelor;

b) daca (R, +) este grupul aditiv al numerelor reale, aplicatia f : R — M, f(a) = M(a), este un
omomorfism surjectiv de grupuri, dar nu si injectiv;

¢) multimea numerelor complexe cu modulul egal cu unitatea este un grup G in raport cu
inmultirea numerelor complexe;

d) aplicatia g : G — M, g(cosa + isina) = M(a) cste un izomorfism de grupuri.

2. Fie AABC oarecare si punctele A’ € (BC), B’ € (AC), C’ € (AB), astfel incat dreptele AA’, BB’
si CC" si fie concurente intr-un punct P. Si se arate ci:

) AP AC n AB"
Y pa T oB ' BC
ra prPB PC
> .
b) prPA + PB + rc’ — 6;
< e . . PA"  PB  PC
c) dacd P este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, atunci AN + BE + cor = 1.

3. a) Puncte de extrem. Teorema lui Fermat.

b) Se considera functia f: R — R, f(z) = 22 — 62 — cosa. Si se arate ci f are un singur punct
de extrem.
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GRADUL I1
2000

Cluj-Napoca
Profesor I

Clasificarea izometriilor planului euclidian.
a) Relatii binare si de echivalenta. Multime cat. Relatii de ordine.
b) Fie E={ze€Z"|1<z<9}. Pe Z* definim relatia
rpy < x divide pe y.
Este p o relatie de ordine pe Z*? Dar restrictia lui p la E este o relatie de ordine?

a) Functii care admit primitive. Aspecte metodice.

b) Existd functii f : R — R care s admita primitive si fo f = —1g?
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Cluj-Napoca
Profesor 11

Relatii de echivalenta. Multimi cat. Exemple.
S# se reprezinte grafic functia f(z) = |22 — 1| + |2 — 2| + .

a) Puterea unui punct fatd de un cerc. Aspecte metodice.

b) Fie AABC oarecare in care m(<tA) > 90°. Determinati un punct X € (BC) astfel incat
AX? =BX - CX.
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Craiova
Profesor I

Corp, subcorp — aspecte metodice.

()

inchis in raport cu operatiile obisnuite de adunare si de fnmultire a matricelor, izomorf cu
corpul numerelor complexe.

a, be ]R}. Sa se arate cd multimea K are structura de corp algebric

Fie An = (97 bn
‘ 7bn Qn

(an) si (bn).

Proprietatile functiilor derivabile (aspecte metodice).

' b
n!
Ar#tati cd ¢® > py(x), oricarc ar i x > 0 sin € N.

>, n € N* unde ay, b, € Rsidet(A) < 1. Si se calculeze limitele sirurilor

Aratati ca polinomul p,, =1+ n € N, nu admite radacini multiple.

Poligoane inscriptibile — aspecte metodice.

Fie AABC echilateral si O centrul cercului circumscris. S& se arate cd suma pétratelor
distantelor de la varfurile triunghiului la o dreaptad care trece prin O este independenta de
pozitia dreptei.
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Craiova
Profesor I1

a) Algoritmul lui Euclid. Aspecte metodice.
b) Si se rezolve in Z ecuatia 51x 4+ 33y = 6.

2. In varfurile triunghiului ABC' se duc tangente la cercul circumscris lui, care formeaza triunghiul
A'B'C’. Fie A1, B, C centrele cercurilor inscrise in triunghiurile A’BC, B'CA, C'AB. Aratati

ca dreptele AA;, BBy, CCY sunt concurente.

a) Teorema celor trei perpendiculare. Aspecte metodice.

3.
b) Sa se arate ci intr-un tetraedru ortogonal, inaltimile sunt concurente.
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GRADUL II
2001

BUCURESTI

a) Definiti notiunile de sistem de vectori liniar independenti, sistem de generatori si bazd intr-un
spatiu vectorial.

b) Si sc arate ca polinoamcle cu cocficienti reali f1(X) = (X —a)(X —b), f2(X) = (X —b)(X —¢),
f3(X) = (X — ¢)(X — a) sunt liniar independente peste R daca si numai daci

(a=b)(b—c)(c—a)#0.

c) Fie p > 0 un numir prim. S& se arate cd toate grupurile cu p elemente sunt izomorfe. Este
afirmatia de mai sus adevarata daca p nu este prim? Justificati raspunsul.

Fie f : R — R o functie continud pentru care existd o > 1 astfel incat |f(z) — f(y) > o - |z —y|,
(V) z, y € R. S& se arate cd functia f este injectivd, strict monotona si surjectiva.

T . e s .
Se considerd unghiul X;0X5 de masura 2, 0 < a < _ - O sferd variabila in spatiu .(C,r) este

tangentd laturilor unghiului dat in punctele A, respectiv B. Se noteaza cu H proiectia centrului
sferei C' pe planul unghiului dat.

a) Si sc arate ca OH?sin’a + CH? = 7.

b) Sa se determine locul geometric al centrelor sferelor care au raza constanta r si care sunt
tangente laturilor unghiului dat.

Definitia probabilitatii unui eveniment. Analiza statistica a datelor cantitative.

Compunerea functiilor. Functii injective, surjective, bijective, inversabile. Inversa unei functii
bijective (Consideratii teoretice si metodice).
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Timisoara
Profesor 1

1. Fie A o matrice de tip 2 x 2. Aratati ca, dacd exista n € N, n > 2, astfel incat A™ = Oy, atunci
A? = O,.

2. a) Fie functia f: R — R, integrabila, a, b € R. Atunci
b . _
/ flx—a) e — b a
o flx—a)+ f(b—=x) 2

b) (i) Aratati ca ecuatiile
sinz = |sinz| si cosx = |cosz]

sunt echivalente.

1
|p"x ] dx
(if) Fiep, ¢ €N, p, ¢ > 2. S& se calculeze lim 79, .
n—oo
l¢" x| dx
Jo
2 2
3. Fie punctele A, B, C, apartinand elipsei de ecuatie , + b2 1 =0, astfel incat centrul de greutate
a

al triunghiului ABC' sa coincida cu centrul elipsei. Aritati cd aria triunghiului ABC este constanta.

4. a) Functii bijective. Functii inversabile.

b) Teorema lui Ceva (directa, reciproca aplicatii).
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Cluj-Napoca
Profesor 1

Definiti notiunea de polinom ireductibil.
Determinati polinoamele ireductibile peste C.
Determinati polinoamele ireductibile peste R.

Fie K un corp comutativ si f € K[X]. Si se arate ci, dacd grad(f) € {2, 3}, atunci f este
ireductibil peste K daca si numai dacd f nu are riadacini in K.

Sa se descompuni polinomul f = X% + 1 in factori ireductibili peste Q, R si C.
Enuntati si demonstrati teorema de caracterizare a integrabilitatii Riemann cu ajutorul sirurilor
de diviziuni.
1 n
k
Calculati i en .
culati nlgléc 2 Z ke
k=1
Teorema celor trei perpendiculare. Enunt, demonstratie, reciproce (aspecte metodice).

Se da un cub de muchie a. S& se calculeze distanta dintre o diagonala a cubului si o muchie
laterald pe care nu o intersecteaza.
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Cluj-Napoca
Profesor II

Enuntati axiomele lui Peano relativ la multimea numerelor naturale.

Si se arate cd numarul F,, = 13*"T1 — 13 se divide cu 390, pentru orice n € N.

Sa se scrie relatiile lui Viéte referitoare la legatura dintre coeficientii si radacinile unei ecuatii
de grad n.

Sa se rezolve ecuatia 3 +ma? — 16x + 48 = 0, m € R, stiind cid suma a doud radicini este
egald cu zero.

Patrulatere inscriptibile: definitie, teoreme de caracterizare.

Se considera AABC, cu unghiurile strict mai mici decat 27T. Pe laturile sale se construiesc in
exterior triunghiurile echilaterale ABC:, AC By, BC'A;. Sa se arate ca:
(i) cercurile circumscrise acestor triunghiuri au un punct comun 77

(ii) dreptele AA;, BB si CCy sunt concurente in T

(iii) AA, = BB, = CC,.
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Craiova
Profesor I

Unghi diedru, unghiul a doua plane.

Care este valoarea de adevar a afirmatiei ,,Daca A, B, C, D sunt puncte necoplanare, atunci
semiplanul bisector al unghiului diedru determinat de semiplanele (AB | C) si (AB | D) taie
planul (BCD) dupd bisectoarea unghiului C BD”? Motivati raspunsul.

Enuntati si demonstrati o proprietate a tetraedrului care generalizeaza teorema bisectoarei.

Morfisme de grupuri.

Definiti pe multimea G = (—2, 2) o lege de compozitie ,x” astfel incat (G, ) sa fie grup izomorf
cu grupul multiplicativ ( (0, +o0),-).

Demonstrati cd functiile continue transforma intervalele in intervale.
1

Reprezentati grafic functia I(a) = / zlx —aldx, a € R.
Jo
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GRADUL II
2002

BUCURESTI

a) Si se arate ci V4 # a + by/2, pentru orice a, b € Q.
b) Si se arate cd multimea {a+b+v/2|a,b € Q} nu formeaza inel in raport cu adunarea si Inmultirea numerelor
reale.

c) Si se arate ca multimea K = {a + by/2 + cV/4|a,b,c € Q} impreund cu adunarea gi inmultirea numerelor

reale este corp comutativ.

d) S4 se determine inversul elementului 1 — V24241 corpul K.

1
. arctan , dacalO0<a2 <1
Se defineste functia f : [0,1] — R astfel: f(z) =< x )

5’ dacaxz =0

a) S& se arate ca f este continud.

b) Sa se arate ca f este derivabila i sa se calculeze f’(z), pentru orice z € [0, 1].
1

c) S se calculeze / f(z) de.
0

Se considera familia de cercuri
22+ 2 +200=5)2 — Ay =0, A ER.

a) Si se arate ca existd doud puncte fixe prin care trec toate cercurile din familie.

b) Si se determine locul geometric al centrelor cercurilor din familie.
Schema lui Poisson. Descriere si demonstratie.

Metoda inductiei matematice. Aplicatii.
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GRADUL II
2003

BUCURESTI

Fie K un corp comutativ cu proprietatea ca

2 +14£0. (1)
pentru orice z € K.

Sa se arate ca:

a) Dacaz,y€ K,atunci 2’ +1y° =0 v =y =0.

b) Daci M = { (fy i)

si existd, oo € M astfel incat a® + 1 = 0. In plus, K este izomorf cu un subcorp al lui M.

r,y e K }, atunci M este un corp in raport cu adunarea si inmultirea matricelor

¢) Exista corpuri infinite cu proprietatea (1)7

Fie a € R. Se definegte sirul (2, )nen dupa cum urmeazi: xg = a, Tpi1 = ,n € N. Sa se arate ca sirul

V1+a2
(Zn )nen este convergent si si se calculeze lim .

n—0o0
Fie un trapez ABCD (AB || CD) cu diagonalele perpendiculare. Daca laturile AB, BC, CD, DA au lungimile
a, b, ¢, d, sa se arate ca:
a) a?+c?=0b2+d°.
b) Daca trapezul admite un cerc inscris, atunci una dintre diagonale este axa de simetrie a trapezului.

¢) Aria trapezului este patratul inaltimii sale daca si numai daca trapezul este isoscel.
Date statistice (repartitii de frecventa, tipuri de reprezentare grafica a datelor, dispersia de selectie).

Relatii metrice in triunghiul dreptunghic (tratare metodica).
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GRADUL II
2004

BUCURESTI

1. a) Sdsearate ca daca f € Z[X] are trei radéacini distincte la impéartirea cu 3, atunci pentru orice n € Z, avem
ca 3 divide pe f(n).
b) Fie K un corp comutativ, K[X] considerat K- spatiu vectorial cu operatiile uzuale si
V., ={f € K[X]|grad F <n}, unde n € N. Sa se arate ca:

(i) Daca fi, fo, ..., fn € K[X] sunt polinoame nenule astfel incat grad f; # grad f;, pentru orice i # j,
atunci f1, fo, ..., fn sunt liniar independente peste K.
(ii) V,, este subspatiu vectorial al lui K[X] de dimensiune n + 1.
(ili) B={1,X —a,...,(X —a)"} este o baza a lui V,,, unde a € K.
2. a) Fie f:R — R definitd prin f(z) = | |I+ 1 Sa se arate ca:
T
(i) f este derivabila si sa se calculeze functia derivata f/: R — R.
(ii) f este derivabila de doud ori in 0.
b) Se defineste functia f : [0,2] — R prin relatia f(z) = max(z,1).

(i) Sa se arate ca f este continua.
1

(ii) Sa se calculeze / e’ f(z) du.
0

3. a) S4 se demonstreze ca un triunghi este echilateral daca si numai dacd centrul cercului inscris coincide cu
centrul cercului circumseris triunghiului.

b) Consideram elipsa (&) de ecuatie

gi doud drepte perpendiculare variabile d gi d’ care trec prin origine. Fie M si N (respectiv M’ si N')
1
unctele de intersectie ale dreptei d (respectiv d’) cu elipsa (&). Sa se arate ca expresia + .
p ! i P (resp ) psa (&) P MN2 '~ M'N"
este constanta.

4. Compunerea functiilor. Functii injective, surjective, bijective. Inversarea functiilor. (Tratare metodica)
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CONSTANTA
Profesori I

Teoremele lui Rolle gi Lagrange. Tratare metodica.

Reprezentarea trigonometrica a numerelor complexe si aplicatii. Aspecte metodice.

2 .. c 1 2 3 4
In grupul permutarilor de patru elemente, se considera permutarea m = <‘g 1 9 4).

a) Sa se calculeze 738,
b) Sa se determine subgrupul generat de 7.

Fie un triunghi AABC avand ortocentrul, centrul de greutate si centrul cercului circumscris notate, respectiv
cu H, G si O. Sa se arate ca:

a) Punctele H, G si O sunt coliniare.

b) OH =3-0G.
a) Sa se arate cd functia f(2) = |2| admite primitive pe R.

b) Sa se determine /|a:| dz, z € R.

1
c) Calcula‘gi:/ |x|e® da.

—1



L
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Profesori 11

Algoritmul lui Euclid pe Z. Aspecte metodice.
Triunghiuri dreptunghice si congruenta lor. Aspecte metodice.
Sase arateca 1 + /2 e R — Q.

a) Enuntati si demonstrati teorema medianei.
b) Fie ABCD un dreptunghi in plan. S& se determine locul geometric al punctelor M din plan, pentru care
MA? + MC? = MB? + MD?>.

1
Se considerd functia f: (0,+00) = R, f(x) = ne
x

a) Determinati domeniul maxim de definitie D al functiei.
b) Calculati prima derivata a functiei f si stabiliti semnul ei pe Dy.
c) Are functia f puncte de inflexiune?

d) Trasati graficul functiei f.
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TIMISOARA
Profesori 1

Sa se defineasca notiunile de continuitate si de derivabilitate pentru o functie reala de o variabila reala.

Pentru functia f : [—1,2] — R definita prin

f) 2|z, daca r € [—1,1]
x) =
ax? — BeosTr, dacd x € (1,2]
se cer valorile o si 8 din R pentru care f este continua si derivabila in zg = 1.

S& se motiveze integrabilitatea pe [—1,2] a functiei f determinata la punctul anterior si si se calculeze

/02 f(x) da.

Definitia notiunii de inel.

Aratati ca:

(i) produsul a doua matrice de forma A(a,b,c), unde A(a,b,c) = , a, b, c € R, este 0o matrice

o 2
o2 o
SIS e

de aceeasi forma;
(ii) determinantul matricei A(a,b,c) este dat de formula

det A(a,b,c) = (a+b+c)(a* +b* +c* — ab— bc — ca);

(iii) dacd a+b+c¢ =1, atunci

det A(a.b,c) = ; [(a—b)2 +(b—c)?+ (c—a)z] :

1
3 },unde a+b+c =1, este grup in raport cu

operatia de inmultire a matricelor. Determinati inversa matricei A(a, b, c) in acest grup.

(iv) multimea G a matricelor de forma A(a, b, ¢),a,b, ¢ € R\

Relatii metrice intr-un triunghi. Tratare metodica generala; schita de proiect didactic a unei lectii din aceasta
tematica.
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Profesori 11

1. a) Definiti notiunea de grup.
b) Se considerd polinomul Q(X) = (X — 1)(X — 2)(X — 3) si derivata lui P(X) = Q'(X).
(i) sa se justifice ca polinomul P(X) are doud radacini 2 € (1,2) si 22 € (2,3);
1 1
(ii) s& se verifice dacd produsul radacinilor polinomului P(X) poate fi calculat cu formula 2! (1 + 9 + rg);

(iii) indicati o generalizare a punctelor anterioare pentru un polinom Q(X) de grad arbitrar n > 3.

2. a) S4 se defineascd convergenta unui gir de numere reale.
b) Si se arate ca pentru a € [0,1], sirul definit prin @, 1 = 2, — 22, n > 1, 29 = «, are toti termenii din
intervalul [0, 1].

c) S4 se studieze convergenta sirului de la punctul anterior si, in caz de convergenti, s se calculeze limita sa.

3. Relatii metrice intr-un triunghi. Tratare metodica generald; schita de proiect didactic a unei lectii din aceasta
tematica.



1.

-69 -

GRADUL II
2005

BUCURESTI

Fie polinomul f = X% 4+ X3 + X2 + X 4 1.

a)
b)
c)

d)

Descompuneti polinomul f in factori ireductibili in R[X] si in C[X].
Ardtati ca f este un polinom ireductibil in Q[X].

Daca « € C este o radacina a lui f, notam
F, ={aa®+ba? +ca+d|a,b,c.d € Q}.

Arautati ca F, este un subcorp al lui C si este si un Q-spatiu vectorial de dimensiune 4.

Determinati inversul numarului z = o® + a in F,.

Se considera doud numere a < b si o functie derivabila f : [a,b] — R.

a)

b)

Sa se arate ca exista si este unica o functie P : R — R care este polinomiala de grad mai mic sau egal cu 3
f(x), daca x € [a,b]

este derivabila.
P(x), daca x ¢ [a.b]

gi are proprietatea ci functia F': R — R, definita prin F(2) = {

Ramane adevarata proprietatea de la punctul precedent daca in enunt inlocuim expresia de grad mai mic
sau egal cu 3 cu expresia de grad mai mic sau egal cu 27

In planul P se considera APAB. Se cere locul geometric al punctelor M din P pentru care avem

o[MPA] = o[MPB].

Dreapta perpendiculara pe un plan. Teorema celor trei perpendiculare si reciprocele ei (tratare metodica).
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CONSTANTA
Profesori I

a) Definiti notiunea de grup finit. Exemple.

b) Definiti notiunea de subgrup al unui grup.

¢) Definiti notiunea de clasa de echivalenta a unui element relativ la un subgrup.
d) Enuntati teorema lui Lagrange.

e) Demonstrati teorema lui Lagrange.

f) Dati un exemplu de aplicatie a teoremei lui Lagrange.

Sa se determine multimea punctelor de continuitate ale functiilor:

2 +22 -1, pentruzeQ
a) f:R—=R, f(l')Z{xz’ pentl"ul'g_fQ.

342 —1 ntru - < 1
b) Q:R%Rﬂg(:r)z{r ot =1L pentrux <

2? + a, pentru x> 1

Fie cercurile 61(01,7r1) si €2(02,12) secante in A gi B. O secanta variabild trecind prin A taie €1 in M si %2
in N. Se cere:
a) Sa se arate ca m(<<M BN) este constanta.

b) Fie P € ¢ si Q € % aflate pe o secantd ce trece prin B astfel incdt PQ || MN. S& se demonstreze ca
MNQP este paralelogram.

¢) Sa se determine pozitia secantei M N astfel incat distanta M N si fie maxima.
Calculati sumele de combinari:

a) CO+CL+C2+...+Cm.

b) CI+C2+Ch+...

c) CO+Cl+C8+. ...
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Profesori 11

a) Aspecte metodice privind predarea teoremei lui Pitagora.

b) Si se determine dreptunghiul de arie maxima inscris in cercul de raza r.
Fie E(z) = 2% — 22 + 1. Se cere:

a) Sa se rezolve ecuatia E(z) = 0.

b) S& se arate cd M = {xz € C| E(z) = 0} poate fi organizata ca grup multiplicativ.
c) S& se determine toate subgrupurile acestui grup.

Sa se determine multimea:

A:{IEN

'+ +2+3

N
2+ax+1

Pe planul patratului ABC D se construiegte perpendiculara AM astfel incat AC = MO, unde O este punctul de

intersectie a diagonalelor. Se noteaza cu E si F' mijloacele segmentelor [M B] si [M D]. Sa se arate ca:

a) (AEF) L (CEF).

b) Maisura unghiului diedru dintre (CEF) si (ABC) este 30°.
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IASI

1. Se considera polinomul f € R[X], f = X5+ a4 X' +a3X3+ a3 X?+a; X +ap cu proprietatea ci a este o radicini

1
reala sau complexa a lui f, atunci si , 1 — a sunt radacini pentru f. Determinati polinoamele f.
a

2. Folosind calculul vectorial:

a)
b)

3. a)
b)

Demonstrati concurenta inaltimilor unui triunghi.

In triunghiul AABC, fie AD inaltimea corespunzatoare laturii BC' si h= E, a= C@, b= R . Exprimati
h in functie de @ si b.

Teorema de convergenta a girurilor monotone si marginite (subiect metodic).

cq . Un—1 + qbp_ Ay by, —
Se considera ag, by € R, ag < bo si sirurile (an),cx, (bn)peny @n = pn—1 N on 1, b, = qn=1+POn 1,
pT4q

p+q
unde p, ¢ € N*| p > ¢. Aratati ca sirurile sunt monotone si marginite si au aceeasi limita.
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GRADUL II
2006

BUCURESTI

Fie M o multime nevida, K un corp comutativ si .# (M, K) = {f|f: M — K}. Si se arate ca:

a) 7 (M, K) este K-spatiu vectorial in raport cu adunarea si inmultirea cu scalari definite astfel:
daca f,g € #(M,K) si a € K, atunci

(f +9)(x) = flz) +g(2),
(a-f)x) =a- f(a),

oricarc ar i x € M.

b) M este multime finitd daca i numai dacd % (M, K) este K-spatiu vectorial de dimensiune finita.

Sa se determine toate functiile derivabile f : R — R care au proprietatea ca

f@=£?ww

pentru orice z € R.

Se considera un triunghi ascutitunghic AABC si M un punct mobil pe latura [BC]. Fie P si @ proiectiile lui
M pe AB, respectiv AC. Sa se determine pozitia lui M pentru care lungimea segmentului [PQ)] este minima.

Functii; compunerea functiilor; functie injectiva, functie surjectiva, functie bijectiva; inversa unei functii (tratare
metodicd).
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CONSTANTA
Profesori I

a) Se considera polinomul f = X3 — 2 € Q[X]. Aratati ca f este ireductibil peste Q.

b) Fie g =a+ bX + cX? un polinom cu coeficienti ragionali. Demonstrati ca daca g(+/2) = 0, atunci g = 0.
¢) Demonstrati ca numérul V2 4+ /3 este irational.

d) Determinati un polinom nenul cu coeficienti rationali care are ca raddcina pe .

-1

a) Calculat;i:/ In(1 + z) dz.
0

b) Demonstrati inegalitatile:

Zln(l+k> Zln(l-ﬁ-k)
k=1 n Zln k) k=1 n
Vn2+n \/n2+k - vVn2+1 '

pentru orice numar natural n > 1.
c) Calculati:

| 1
lim E n +
n—00 \/712 + k

a) Se considerd triunghiul AABC de afixe z4, zg, zc. Care este afixul centrului de greutate al triunghiului
NABC?

b) Se considera patrulaterul inscriptibil ABCD si se noteaza cu Ga, G, Go, Gp centrele de greutate ale
triunghiurilor ABCD, AACD, AABD si respectiv AABC. Sa se arate ca patrulaterul GaGpGcGp este
inscriptibil.

Proiectati lectia cu tema Relatiile lui Viéte avand in vedere identificarea clara a obiectivelor si a conginuturilor

lectiei si urmarind planul:

— Teorema lui Viete pentru relatiile intre radacinile gi coeficientii unui polinom cu coeficienti in C.
— Cagzuri particulare uzuale: relatiile lui Viete pentru polinoamele de grad 2, 3, 4.

— Prezentati trei probleme reprezentative pentru tema propusa.
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Profesori 11

Sa se arate ca:

a) /6 este irational.
b) (a+b)? =a®+ b+ 3ab(a + b), pentru orice a, b € R.

c) = /2 + V3 este numar irational.

Fie p un numaér prim si a, b, ¢ trei numere intregi, nu toate nule. Demonstrati ca:

a b ¢
pc a b|#0.
pb pc a

Se considera cercurile (01, r1), €2 (04, r2) tangente exterioare in punctul A. Se considera doua drepte oarecare
dyi, do prin A care intersecteaza cercul ¢ in By, Bs si cercul %5 in Cy, Cs.
a) Sa se arate ca patrulaterul cu varfurile By, By, Cy, Cs.

b) Care este conditia necesara si suficientd ca patrulaterul By BoC,C5 sa fie paralelogram?
Tratati metodic tema Teorema celor trei perpendiculare urmarind:

— Dreapta perpendiculara pe un plan.
— Enuntul teoremei celor trei perpendiculare.
— Demonstratia teoremei.

— O aplicatie la alegere.
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BACAU

1. Hiperbola sau Relativ metrice in triunghiul dreptunghic.

2. Teorema lui Lagrange (enunt, demonstratie, interpretare geometricd, un exemplu de problema care se rezolva
cu ajutorul teoremei lui Lagrange).

1
3. a) Fiesirul definit prin I,, = / e x™ dz, (V) n € N.
0

(i) Calculati Ip si I7.

(ii) Arvatati ca [, = — ! +nl,—1, (V) n € N*
2
1 1 0 0 2 0 2
b) Fie 1nul‘gimileS=R\{—3}§iT={M(1¢)=A+m-B|m€S},undeA= 0 0 0)siB={(0 0 0
0 0 1 1 01

(i) Calculati A%, A-B, B- A, B2,
(i) SascaratccaU-VeTsiU-A=A-U=U,dacaU si V sunt din 7.
(iii) Determinati elementele simetrizabile din structura (7', -).

(iv) Sa se arate ca structurile (R*,-) si (7, -) sunt izomorfe.
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TASI
PROFESORI I

a) Definiti sumele Riemann si integrala Riemann.

b) S& se demonstreze ca

1—1+1—1+ N 11 N 1 N +1
23 4 777" 9m—1 2n n+1 n+2 77 92

c) Sa se calculeze
lim 1—1—|—1—1+ + oot
n—oc 2 3 4 777 2n—-1 2n)°
Prin punctul P situat in interiorul cercului 4 de centru O se duc doud coarde (AB) si (CD) perpendiculare
; ; . PA+ PB + PO+ PD— 250
intre ele. Sa se arate ci: PA+ PB + PC + PD = 2PO.
Algoritmul lui Euclid pentru aflarea c.m.m.d.c. a doud numere intregi (tratare metodicd). Exemplificati prin:

y o . 9991
Sa se simplifice fractia 10403
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PROFESORI 11

1. Fie a, b, c trei numere reale diferite. Sa se rezolve sistemul

a:—ay+a2z=a3

r—by+b*z =103
r—cy -+ cz=c3
2. a) Definiti cm.m.d.c. gi cm.m.m.c. a doud numere intregi.
b) Pentru un numér intreg n se noteaza cu nZ multimea tuturor multiplilor lui n. S& se arate c&:
(i) nZ C mZ daca si numai daca m divide pe n.
(i) 2ZN3Z=6Z; 27 +3Z =17.
3. Locuri geometrice (tratare metodica). Exemplificati prin:

Sa se arate ca mediatoarele unui triunghi sunt congruente.
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GRADUL II
2007

BUCURESTI

1. Fie A un inel cu unitate. Notam cu Z(A) = {a € A|(V)z € A,ax = xza}. S se arate c:

a) Z(A) este un subinel comutativ al lui A (numit centrul inelului A).
b) Daca B este un alt inel cu unitate izomorf cu A, atunci Z(A) si Z(B) sunt izomorfe.

c) Fie K un corp comutativ si A = M, (K) inelul matricelor patratice cu elemente din K. Sa se arate cd

d 0 0 ... 0
0 d 0 ... 0

Z(A) = L de K
00 0 ... d

124324+, 4+ (2n—1)2

2. Se considerd sirul (z,,),>1 dat prin x,, = 5
- n

a) Sa se arate ca girul (x,),>1 este convergent si sa se calculeze lim a,.

n—0o0
1°4+3°+...+(2n—-1)°
b) Mai general, fie @« > —1. Se considera sirul (z,),>1 dat prin a,, = LR aJ: ( ) . Sa se arate
= n
ca girul (2, )n>1 este convergent gi si se calculeze lim .
- n—r00

3. TFie %) cercul cu centrul in A(1,0) si trecand prin punctul B(4,4), iar cercul %3 cercul cu centrul in D(10, 12) si
trecand prin punctul E(6,15).
a) Sa se determine pozitia relativa a celor doud cercuri.
b) Sa se determine punctele de intersectie ale cercului 4 cu axa Oz si cu axa Oy.
¢) Dacia M este un punct mobil pe cercul 47, iar N este un punct mobil pe cercul 65, sa se gaseascd maximul

si minimul distantei intre M si N.

4. Metoda inductiei matematice (tratare metodica).
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TIMISOARA

a) Rezolvati in Z ecuatia:
an/y(e —3) +y(2® = 3x +3) =y — 2\/y.

b) Pe multimea R a numerelor reale se definegte operatia algebrica @& data prin:
rTDYy=x+y—a,

unde a € R este fixat.
(i) Aratati cd (R, @) este grup abelian.
(i) Demonstrati prin inductie dupa n, relatia:

¥ P ... Prp=21+22+ ...+, — (n—1)a,
unde z1, T2, ...,T, € R.
(iii) Calculati:
CleClo..oC

t2

i dt. Demonstrati ca:

Se considera functia f : [0, +00) — [0, +00), f(z) = /
0

a) f este bijectiva, monotona si convexa.
b) Exista a, b € (0,40c) unic determinate, cu proprietatile: f(a) =1, f(b)=2gi3 <a+1<b.

c) f ! este derivabila in zg = 1; calculati (f~1)’(1).
2

d) f~! este integrabila pe [1,2]; calcula‘gi/ y) dy.
1

e) Sirul (ay),>0 definit prin: ag = 1, ap,+1 = 1 + arctana,, (V)n > 0, este convergent catre a.
f) Pentru orice A € (0, +oc) si orice 1 € (0,400) existd m € (0,400) astfel incat sirul (2,,),>0 definit prin
X0 = b, Tpy1 = M+ arctanx,, (V)n > 0 este convergent gi are limita A.

Concurenta mediatoarelor si a inaltimilor unui triunghi. Prezentare metodico-didactica (proiectare, predare-
invatare gi evaluare).
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CONSTANTA

Fie polinoamele f = X% +4X2+mX +15,g= X3 — X?+3X — 10 € R[X], iar 1, x2, 73 radacinile lui f in C.
a) Determinati m € R astfel incat 22 + 23 + 2% = 0.

b) Pentru m = 8, rezolvaii ecuatia algebrica f(z) = 0.

c) Gasiti m € R astfel ca f si g sd aiba radacini comune ce trebuie precizate.

Fie functia f: R = R, f(z) = |z|e®.

a) Determinati asimptotele la graficul functiei f.

b) Aflati punctele de extrem ale functiei f.
1
c) Calculati / f(z) dx.
~1

Fie ABCD un tetraedru in care AB 1 CD si AC 1L BD. Demonstrati ca:
a) AD | BC.

b) Inaltimile tetraedrului sunt concurente.
c) AB%?+CD?= AC? + BD? = AD? + BC*.
a) Aspecte metodice in predarea notiunii de grup la clasa a XII - a.

b) Aratati cd mulgimea U, = {z € C|z" = 1}, impreuna cu inmultirea, formeaza grup. Ce puteti spune
despre acest grup?
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BAIA MARE

Fie a > 0. Sa se determine f : R — R astfel incat, pentru orice = € R,

2/ (a) + () =

-z + 5, daca x < a
22 +3x—2, dacid x>a

Studiati injectivitatea, surjectivitatea si bijectivitatea functiei f.

In triunghiul isoscel AABC cu BC =6, AB = AC = 5 se noteaza cu D piciorul inaltimii din A gi cu A’ punctul
in care AD intersecteaza cercul circumscris triunghiului AABC'. Paralela la BC prin centrul cercului inscris in
triunghiul AABC intersecteaza AB in P si AC in Q. Se cere:
a) Raza R a cercului circumscris triunghiului AABC.
b) Raza r a cercului inscris in triunghiul AABC.
¢) Volumul corpului obtinut prin rotirea triunghiului AABD in jurul lui AD.
B T
Vr2 +1

a) (i) Sa se calculeze f'(z) si sd se arate cd functia f este strict crescatoare pe R.

Se considera functia f: R = R, f(x)

(ii) Sa se arate ca functia f’ este strict descrescitoare pe intervalul (0, +00).
b) (i) Calculati:

5
1
I(a) = dz, R.
(a) /1|x—a|+1 % ac

(ii) Aratati ca exista limita lim5 I(a) si calculati aceastd limita.
a—r<

Proprietati ale functiilor derivabile: teoremele Fermat, Rolle, Lagrange, Cauchy. Abordare stiintifica si metodica.
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TASI
PROFESORI I

Varianta 1

Fie A o matrice patratica reald, de ordinul n, fixata si .#(A) multimea matricelor patratice, de ordinul n,
permutabile cu matricea A la inmultire.

a)

b)

a)
b)

c)

Aratati c& 4 (A) este un subinel al inelului matricelor patratice de ordinul n gi un subspatiu liniar al
spatiului matricelor patratice de ordinul n.

11
1 2
precizati o baza a acestui spatiu.

Pentrun =2 i A = < ), determinati .# (A). Ce dimensiune are spatiul liniar .Z(A) in acest caz si

Sa se schiteze graficul functiei f(z) = v/2x+1— 1.
1
1+ f(t)
1

1 x
Sa se determine toate functiile continue f : (— 2,00) — (=1, 00) care verifica relatia f(x) = / 1+ 1) dt.
0

xT
S4 se arate cd functia f verifica relatia f(x) = /
0

dt, (v) z <—;,oo>.

Linii importante intr-un triunghi si concurenta lor. Tratare metodica gi stiintifica.
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Varianta 2

1. Se considerd o dreapta d, un punct M al acestei drepte si un cerc 4 tangent la dreapta d in punctul M. DPe
dreapta d se considera doud puncte A gi A’. Cercul taie mediatoarea segmentului AA’ in punctele Ny gi Na.
Dreptele AN7 si A’ Ny se intlnesc intr-un punct P. S& se giseasca locul geometric al punctului P cand cercul
% variaza ramanand tangent in M la dreapta d.

earcsin L 1
2. Pentrun € N, n > 2, definim sirul (an)n>2 prin a, = L
en — COoS
n

Sa se calculeze lim a,,.
n—o00

3. Inel, subinel, morfisme de inele; aspecte metodico-stiintifice.



- 85 -
Varianta 3

D1 . . b
1. Sc considera multimea .# a matricclor de forma (_ab a) cua, becR,a®+b%#£0.

a) Si se arate ca operatia de inmultire a matricelor determing pe .# o structura de grup.

b) Aratati ca aplicatia f : C* — M, f(a + bi) = (—ab 2) este un izomorfism al grupului multiplicativ al

numerelor complexe nenule cu grupul ..

60
c) Calculati (_1/3 \{3> .

2. Fie a > 0; definim recurent sirul (z,,),en prin:

Ly,

o =1, 111 = .
y 4 frn+1

a) S4 se arate ca (zy,) este monoton si marginit, oricare ar fi a > 0.

b) S& se calculeze lim x,.

n—00
oo
¢) Si se determine valorile parametrului o pentru care seria E T, converge.
n=0

3. Relatii metrice in triunghi. Aspecte metodico-gtiintifice.
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Varianta 4

a) Sa se arate cd, oricare ar i x > 1,
2

hr<z+1- -
x

b) Dacd m > n > 0, sd se arate cd
2

mnlnmn < m? + mn — 2n>.

Fie .# multimea matricelor de forma M (a) = (3 “ I 1> cua € R, a#0. Aratati ca, In raport cu operatia de

inmultire a matricelor, multimea .# formeaza un grup comutativ izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor
reale nenule.

Vectori in plan si in spatiu; aspecte metodice si stiintifice.
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Varianta 5

a b b
Fie G multimea matricelor din .#3(R) de forma M, = | b a b |, avind proprietatea cd det M = —1. S& se
b b a

arate ca GG este grup in raport cu inmultirea matricelor.

Se considera o dreapta d, un punct M al acestei drepte si un cerc ¢ tangent la dreapta d in punctul M. Pe
dreapta d se considera dou# puncte A si A’. Cercul taie mediatoarea segmentului AA’ in punctele Ny si No.
Dreptele AN si A’ Ny se intalnesc intr-un punct P. Sa se gdseascd locul geometric al punctului P cand cercul
% variaza ramanand tangent in M la dreapta d.

Teorema lui Lagrange. Aspecte metodico-stiintifice.
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PROFESORI 11

Varianta 1

Sa se arate ca 133|117+ 4+ 1227~1 pentru orice numar natural n > 1.

In triunghiul isoscel ABC (AB = AC) bisectoarea interioard a unghiului B intersecteazd AC in B’, iar perpen-
diculara in B’ pe BB’ intersecteaza dreapta BC in D. Sa se demonstreze ca BD =2 - B'C.

Operatii cu multimi; aspecte metodico-stiintifice.

10
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Varianta 2

Se da polinomul cu coeficienti reali ’(X) = X%+ aX? +bX +c.

a) Si se arate cd nu existd valori ale coeficientilor a, b, ¢ astfel ca P(X) si se divida cu Q(X) == X3 — X.
b) Pentru a = 1 determinati valorile coeficientilor b si ¢ pentru care P(X) admite o radicina tripla.
c) Pentru b =a si ¢ =1 rezolvati ecuatia P(z) = 0.
Discutati numarul radacinilor reale dupa parametrul a.
y . . . o a 3+1 1
S& se determine valorile reale ale lui z astfel incat = < < -
379°+1 7 2

Asemanarea triunghiurilor. Aspecte metodico-stiintifice.

11
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Varianta 3

Sa se demonstreze ca daca |z| < 1, atunci inegalitatea (1 — )" + (1 + )" < 2" este satisfacuta pentru orice
numar natural n > 1.

In triunghiul isoscel ABC (AB = AC) bisectoarea interioard a unghiului B intersecteazd AC in B’ iar perpen-
diculara in B’ pe BB’ intersecteazi dreapta BC in D. Si se demonstreze ca BD =2 - B'C.

Divizibilitatea in multimea numerelor naturale. Aspecte metodico-stiintifice.

12
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Varianta 4

Sa se arate ca numerele urmatoare:

I m  2m-—ux
l—2" z(1—2) 2(1—2)’
cuzx#0,z#1simeR, sunt in progresie aritmetica si sa se determine z pentru care ratia este 3 si m = —7.

S& se demonstreze c& daca |z| < 1, atunci inegalitatea (1 — z)™ + (1 + )™ < 2" este satisfacutd pentru orice
numar natural n > 1.

Asemanarea triunghiurilor. Tratare metodica si stiintifica.

13
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Varianta 5

1 1 1 13
+...F >

Sa se demonstreze cd pentru orice numar natural n > 1 avem + . .
P ntl 42 on " 24

In triunghiul isoscel ABC (AB = AC) bisectoarea interioard a unghiului B intersecteaza AC in B’, iar perpen-
diculara in B’ pe BB’ intersecteaza dreapta BC in D. Sa se demonstreze ca BD =2 - B'C.

C.m.m.d.c.; aspecte metodico-stiintifice.

14
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GRADUL II
2008

BUCURESTI

Fie a € N i G, = (a,00). Pentru z, y € G, definim x xy = 2y — a(z + y) + a® + a. Sa se arate c:

a) (G, *) este grup abelian.

b) (Gg,*) este izomorf cu ((0,00),-).

c) Dacd H este un subgrup al lui G, care contine orice numar natural n > a, atunci contine orice numar

rational ¢ > a.

Fie o functie f : R — R data prin f(x) = arccos(2sinx). Se cere:

T 37
272 |

a) S& se studieze continuitatea gi derivabilitatea functiei pe intervalul [—
A

b) Sa se calculeze f(z) dx.
0

c) S& se traseze graficul functiei.
Determinati locul geometric al punctelor din plan pentru care suma distantelor la doua drepte date este constanta.

Inductia matematicd. Aplicatii (exemple din algebra, analiza, geometrie).
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CONSTANTA

Fie polinoamele f = X3 +4X2+mX +15,g= X3 — X2 +3X — 10 € R[X], iar 21, 72, 73 rddacinile lui f in C.
a) Determinati m € R astfel incat 27 + 23 + 23 = 0.

b) Pentru m = 8, rezolvati ecuatia algebrica f(z) = 0.

c) Gasiti m € R astfel ca f si g sa aiba radacini comune ce trebuie precizate.

Fie functia f: R — R, f(x) = |z|e®.

a) Determinati asimptotele la graficul functiei f.

b) Aflati punctele de extrem ale functiei f.
1
c) Calculati / f(z) dx.
—1

Fie ABCD un tetraedru in care AB 1 CD §i AC L BD. Demonstrati ca:
a) AD 1 BC.

b) Inaltimile tetraedrului sunt concurente.
c) AB%?+CD?= AC? + BD? = AD? + BC?.
a) Aspecte metodice in predarea notiunii de grup la clasa a XII - a.

b) Aritati cd multimea U,, = {z € C|z"™ = 1}, impreund cu inmultirea, formeaza grup. Ce puteti spune
despre acest grup?
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TASI
PROFESORI I

Se considera multimea .Z a matricelor de forma A = (6\ A I 1), A € R\{0}.

a) Sa se arate ca .Z inzestrata cu operatgia de inmulfire a matricelor este grup comutativ.

o < . . Lo T 0 . VR
b) Si se arate ca pentru orice A € .Z, sistemul algebric liniar A - (y) = (1> are solutie unica si sa se afle

aceasta solutie.

1
Sa se demonstreze ca perpendiculara pe tangenta la curba de ecuatie 3y = 62 — 52 in punctul M (1, %) trece
prin originea sistemului de coordonate.

Subiect metodic: Dreapta perpendiculara pe un plan. Sa se ilustreze prin rezolvarea problemei:

Se da tetraedrul ABC'D in care AB 1 CD si AC 1L BD. Notam cu H proiectia ortogonala a punctului A pe
planul (BCD).

a) Aratati cd H este ortocentrul triunghiului BC'D.
b) Aratati ca AD L BC.
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PROFESORI 11

Se da functia f: R — R, f(z) = Ax? — 22 + 4), A € R\{0}.

a) S4 se afle A astfel incat punctul de minim z( al functiei f sd fie egal cu 1.
b) Pentru A determinat mai sus, si se determine punctul V(xo, f(x0))
c) Sa& se scrie, in plan, ecuatia dreptei OV, unde O este originea axelor de coordonate.

Notam cu O intersectia diagonalelor trapezului ABCD (AB || CD). Paralela prin O la AB taie laturile AD si
BC in E si F. Fie M si N mijloacele bazelor AB si DC.

a) Aratati ca punctele N, O si M sunt coliniare.
2-AB-DC
AB+DC

c) In ce caz patrulaterul EMFN este paralelogram?

b) Aratati ca EF =

Subiect metodic: Cel mai mare divizor comun a doua numere intregi.
9165187

Folosind, cventual, algoritmul lui Euclid, sa se simplifice fractie .
olosind, cventual, algoritmul lui Fuclid, sa sc simplifice fractia 994000891
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GRADUL II
2009

BUCURESTI
Profesori I

a) Fie a, b doud numere naturale. S se arate ci 7 divide a? + b? daca si numai dacd 7 divide a si 7 divide b.

b) Si se determine numerele naturale n pentru care 7 divide 227 + 27 + 1.

1
azx + b, daca z < 9

Se considera functia f: R — R, definitd prin: f(z) =

22—z —2, daciz>

a) Si se determine a, b € R astfel ca f si fie bijectiva si in acest caz si se determine inversa f~1.

b) Sa se determine a, b € R astfel ca f s fie derivabild pe R si in acest caz sa se determine intervalele de

monotonic ale lui f.

Sa se demonstreze ca un trapez este trapez isoscel daca si numai dacad diferenta lungimilor diagonalelor este
egala cu diferenta lungimilor laturilor neparalele.

Rationamentul prin reducere la absurd.

Se cer: descriere generala; cel putin doua exemple in care se aplica un astfel de rationament; precizarea unor
dificultati de intelegere de catre elevi a rationamentului prin reducere la absurd si descrierea unor solutii pentru

depasirea acestora.
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Profesori 11

a) Fie a, b doua numere naturale. Sa se arate ca 7 divide a? + b? daca si numai daca 7 divide a si 7 divide b.

b) Sa se determine numerele naturale n pentru care 7 divide 22 + 2" + 1.

1
azx + b, daca z < 5

Se considera functia f: R — R, definitd prin: f(z) =

2

1
¢ —x—2, dacéw22

a) Si se determine a, b € R astfel ca f si fie bijectiva si in acest caz sa se determine inversa f~1.

b) Sa se determine a, b € R astfel ca f s fie derivabild pe R si in acest caz si se determine intervalele de
monotonie ale lui f.

Sa se demonstreze c& un trapez este trapez isoscel daca si numai dacad diferenta lungimilor diagonalelor este
egala cu diferenta lungimilor laturilor neparalele.

Rationamentul prin reducere la absurd.

Se cer: descriere generala; cel putin doua exemple in care se aplica un astfel de rationament; precizarea unor
dificultati de intelegere de catre elevi a rationamentului prin reducere la absurd si descrierea unor solutii pentru
depasirea acestora.
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CLUJ-NAPOCA

Reprezentari analitice ale dreptei in plan.

Se considera reperul cartezian xOy si P un punct pe prima bisectoare a axelor de coordonate. Fie P; si P
proiectiile ortogonale ale lui P pe axa absciselor, respectiv a ordonatelor. O dreapta variabila d care trece
prin P intersecteaza axa absciselor in M gi axa ordonatelor in N. S& se demonstreze ci, pentru orice pozitie
a dreptei d, dreptele M P», N P; si perpendiculara pe d care trece prin O sunt trei drepte concurente.

Limita unei functii intr-un punct. Criteriul lui Cauchy.

Fara a folosi calculul diferential aratati ca:

Coat—1
lim =Ina.
z—0 x

Fara a folosi calculul diferential aratati ca:

. sinz
lim =1.
x>0 X

Aveti de proiectat o lectie cu tema ” Progresii aritmetice”. In cadrul acestei lectii prezentati numai urmatoarele
activitati de invatare:

a)
b)
c)
d)

e)

definirea notiunii de progresie aritmetica;
determinarea termenului general al progresiei aritmetice plecand de la definitie;
demonstrarea prin inductie matematica a formulei care reprezinta suma primilor n termeni ai progresiei;

construirea unei progresii aritmetice infinite formata numai din numere naturale printre care nu se afla
niciun cub perfect;

demonstrarea prin metoda reducerii la absurd a faptului ca nu exista o progresie aritmetica infinita care sa
contind numai numere naturale prime.
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TASI
1. Fiep,reZsiq, s e N~
1
a) S& sc arate ca p_r‘< =Pl
q s| @ q s
1
b) Daca p_T_ . fie a:min{lj,r},ﬁzmax{p,r}. Sésearatecége[a,ﬁ], (a € Z,b € N*) daca
s q s q s

si numai daca (3) A\, p € N astfel incat a = A\p + pr si b = Aq + ps.
Sa se arate ca o tangenta oarecare la hiperbola formeaza cu asimptotele un triunghi de arie constanta. Sa se
interpreteze geometric rezultatul.

Formula Leibniz-Newton. Tratare stiintifica si metodica.
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CONSTANTA

Se considers polinomul f = X% —4X? +1 € Q[X].

a) Sa se determine numarul radécinilor rationale ale polinomului f.
b) Si se arate ca f este ireductibil peste Q.

c) Fie xq, 29, x5, x4 € C radacinile lui f. Calculati

1 1 1 1
(7% + 239 + 2309 4 23°%) (xzom T 2010 T 2010 T xzolo) :
1 2 3 1
23 x°
Se considera functiile f, g, h: R - R, f(z) = arctanz — = + 3> g(z) = f(z) — 5 h(z) = arctanz.
a) Calculati lim f(:f)
z—0 x°

b) Demonstrati ca f(z) > 0 > g(z), pentru orice z > 0.

c) Demonstrati ca aria suprafetei marginite de axa Oz, graficul functiei h gi dreptele de ecuatiiz =0giz =1
este un numadr cuprins in intervalul (0,41;0,45).

a) Fie triunghiul ABC si punctul M € (AB). Demonstrati ca
Aria(AMC) = Aria(BMC) dacé si numai daca (AM) = (MB).

b) Fie tetraedrul ABCD si punctul M € (AB). Demonstrati ca

Vvol(DAMC') = vol(DBMC') daca si numai daca (AM) = (M B).

Teorema lui Menelaus si teorema lui Ceva (tratare metodica). Se vor aborda:
a) Enunt si demonstratie;
b) Reciproce (enunturi si demonstratii);

c¢) Compuneti o problemé a carei rezolvare sa se bazeze pe teorema lui Menelaus sau a lui Ceva.
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TIMISOARA

Pentru m, n € R se considera polinomul ’(m,n) = mX + n si multimea [ = {I’(m,n)|m,n € R}, pe care se
definesc operatia de adunare uzuala a polinoamelor si legea de compozitie ”x” | definita prin

Py % Py = restul impartirii lui Py la X2 1.

a) S& sc arate ca (1,4, %) este un inel comutativ (unitar) cu divizori ai lui zero.
b) Sa se determine elementele inversabile ale acestui inel.

. Cr . . . 1 1 1 1 1 1 1
Selcons1dera §II‘1111‘116 () si (yn) definite prin: z, =1 — 5 + 37 4 +...+ on—1 on Un =

+...4 si functia f:[0,1] = R, f(z) = 2? + 2cosz — 2. Si se arate ca:
n+3 2n

a) Sirurile (z,,) si (y,,) sunt monotone, convergente si lim z, = lim y,.
n— o0 n—oo
b) Functia f este convexa, strict crescatoare si pozitiva.

¢) Utilizand rezultatele de la a) si b), are loc inegalitatea:

1 Loy
< dr < lim z,.
2 0 Cosw

n—o0

3. Sa se trateze din punct de vedere metodic subiectul ” Triunghiuri asemenea”.
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GRADUL II
2010

BUCURESTI

1. a) Sa se calculeze ordinul lui 42 in grupul (Zygg, +)-
b) Care sunt ultimele dous cifre ale numarului 42122,
c) Care este inversul lui 7 in grupul (Zyo1, +).

d) Care este inversul lui 7 in grupul (Z%,,, +).

2. Fie a € R\{-1}.

134+334 ... on—1)3
a) Aratati ca sirul (ap)nen- cu a, = 34+ (20 ) , (V) n € N*, este convergent si calculati limita

. n4
acestui sir.
- 2z + 1)~
b) Calculati len;o (£ 4 1)o+1 gatl”
1“4+3*4+...+(2n—-1)°
¢) Calculati limita sirului (b, )pen+ cu b, = + +n”:1_ (2n—1) , (V) n e N*.

Se cer doua solutii, din care una sa foloseasca elemente de calcul integral.

3. Fie ABC un triunghi echilateral si M un punct in interiorul triunghiului. Fie A;, B; si C; proiectiile punctului
M pe laturile BC, CA si AB.
a) Sa se arate ca suma ||[MA;|| + ||M By|| 4+ ||MCy|| este constanta.
b) Sa se arate ca suma ||[BA;|| 4+ ||CBi]|| + ||AC: || este constanta.

¢) Sa se determine pozitia punctului M pentru care aria triunghiului 4; B;C} este maxima.

4. Functii. Compunerea functiilor. Functii injective, surjective, bijective. Inversa unei functii bijective.
Se cer: definirea acestor notiuni, exemple, precizarea unor dificultati de intelegere de catre elevi a acestor notiuni
si descrierea unor solutii pentru depasirea acestora.
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TARGOVISTE

Expuneti idei de promovarea activitatilor suplimentare in lucrul cu copii dotati.

Sa se exprime aspecte metodice In rezolvarea urmatoarei probleme: ” Sa se determine solutia n a ecuatiei algebrice
2 — 3 9
Az =05 + 127,

| S0 4 9y = 3
Sa se rezolve n inelul claselor de resturi modulo 6 (Zg) sistemul o - =
T+ 3y =
. Sy L, e’ +m . . C
Se considera functia f : R — R, f(z) = (2 +1)? cu m parametru real. Sa se stabileasca intervalele de
e

monotonie. Discutie dupa m.



—

Sk w N
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SIBIU

Metoda modelarii matematice.

intocmiti un proiect de lectie la clasa a VII-a cu tema: Unghiuri in cerc.

Descrieti criteriile pe care le aveti In vedere la alegerea unui manual didactic pentru a-1 folosi la clasa.

Grupuri. Subgrupuri, subgrupul grupului aditiv Z.

Intr-un triunghi oarecare ABC consideram trei ceviene AA’, BB’', CC’ concurente in punctul O. Aritati ca:
OA'N?  (0B'\* [oCc'\?_ 1

a) <AA’> i <BB/> * <CC’> ==

b) Daca AA’ este inaltime in triunghiul ABC, atunci m(@’ ) = m(m’ ).

Fie functia f: (1,00) — R, f(x) = 2. Aratati ca:

O
9 i1y =

b) oricare ar fi a, b, ¢ € (1,00), avem

f(a) 50 2
VIo-0 " He-0 T a1y =
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CRAIOVA

Patrulatere: paralelogram, dreptunghi, romb, patrat, trapez. Aspecte metodice.
Linii importante intr-un triunghi si concurenta lor. Aspecte metodice.
Sa se rezolve sistemul de ecuatii
20 —y —4z =6
20 + my — 4z =14
ne—y+z=2
cu ajutorul determinantilor.
Sa se discute solutiile dupa m, n € R.

m—x

Se considera functia f(z) = 72 — 37+ 2

, unde m este un parametru real.
a) Care este numarul extremelor functiei? Discutie dupa m.

. 2 . . .
b) Sa se determine m astfel ca f(—1) = 4 §1 apoi sd se traseze graficul lui f.

c) Sa se afle intervalele pe care functia de la punctul b) are valori mai mari ca 1.
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IASI

Cercurile %1(01,71), %2(02,72), cu 11 = 4, 7o = 12, sunt tangente exterior si au tangenta comund M; M, cu

1.
M; € 6;,i=1,2, My # Ms. Se cer urmatoarele:

a) 2 (lungimea segmentului My Ms).
b) y (aria trapezului Oy M7 M50 minus suma ariilor sectoarelor de cerc cuprinse in interiorul trapezului)

,unde a, b, ¢ € Zs, a - b # 0.

SO0

a 0
2. Fie M multimea matricelor de tipul [ 0 b
0 0

a) S& se determine cardinalul lui M.
b) Sa se stabileasca dacd M este grup in raport cu inmultirea matricelor.

Inelul claselor de resturi modulo n. Tratare stiintifica si metodica.

Teorema lui Lagrange (din analiza matematica). Tratare stiintifica si metodica.



1.

2.

3.
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GRADUL I1
2011

IASI

Fie a, b € Z si d = (a,b) cel mai mare divizor comun al numerelor a si b.

a) Demonstrati ca exista u, v € Z astfel incat d = au + bv.
b) Demonstrati ca
(a,b) =1 < 1inelele Z, X Zy si Zgp sunt izomorfe.

c¢) Teorema impartirii cu rest in Z. Tratare metodica.

a, r=0
Se considera functia f, : [0,1] = R, fo(z) = 1 ,unde a € R.

, xel0,1
Va2 +1+z [0,1]
a) Sa se determine a € R astfel incat f, sa admitd primitive.
b) Sa se studieze variatia si sa se traseze graficul functiei f.

c) Sa se calculeze aria multimii plane
A={(z,y)[0<2<1,0<y < f2)}.

Reprezentarea trigonometrica a numerelor complexe. Tratare metodica si stiintifica.
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GRADUL I1
2012

IASI

Fie A, B € ., (R) astfel incat
AB + 1, = k(AB — BA), (V) k € N,

unde 7,, este matricea unitate. Sa se arate ca:

a) BA=-I,.
b) AB = BA.
Fie z1, 29, z3 € C astfel Incat |z1| = |22] = |23] =1 si 21 + 22 + 23 = 0, unde C este corpul numerelor complexe.

i 1 .
a) Sasearateciz; = ,i=1,2, 3.
2

b) Folosind eventual punctul a), si se arate cd 2122 + 2023 + 2321 = 0.

c) Si se arate ci 27 + 25 + 25 = 0.
In trapezul ABCD (AB || CD) se noteazi cu M si N mijloacele bazelor, M € [AB], iar P si @ sunt mijloacele
diagonalelor, P € [BD].

a) Demonstrati cd M N PQ este paralelogram.

b) Dacd M NPQ este patrat, aflati masurile unghiurilor trapezului ABCD.

Fie a, = v/n2 +n —n si b, = cos(2rv/n2 +n), n > 1. Sa se calculeze lim a, si lim b,.
n— oo n—0o0

- T——00

Fie f(z) = \/11:62, z € Rsi fie g, () = (z'o fo...of)(z), » € R Sasecalculeze lim g,(x).
~

Grupuri (definitii, exemple). Tratare stiintifica si metodica.
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BUCURESTI

Se considera polinoamele p, ¢ € R[X], p= X3 —2X? +2X +5 ¢= X - 3X? + 2X.

a) Fie x1, x2, 23 rddicinile complexe ale polinomului p. Calculati =3 + 23 + 3.
b) Este functia polinomiald f; : R — R asociata lui ¢ injectiva? Dar surjectiva? Justificati.

¢) Demonstrati cd multimea = {p — ¢, X — 1, 1} formeaza o baza a spatiului vectorial al polinoamelor de
grad mai mic sau egal cu 2.

Fie functia f : D = R, f(z) =In(v/z +1 -z —1).
a) Sa se determine domeniul de definitie D si domeniul de derivabilitate al functiei f.

1 1
b) Si se calculeze lim j( )

n—o0o N n

c) Sa& se determine pe D o primitiva a functiei f.
Fiec ABC un triunghi ascutitunghic, H ortocentrul sau si O centrul cercului circumscris triunghiului.

a) Aratati ca BAH = CAO.

b) Demonstrati ca dreapta AO este perpendiculara pe B'C’, unde B’ si C’ sunt picioarele inaltimilor duse din
B, respectiv C.

c) Fie {M}=A0ONB'C’. Aratati ca M este mijlocul lui B'C" daca si numai daca [AB] = [AC].

a) Este adevarat cd produsul a doud numere irationale este un numar irational? Justificati.

b) Este adevarat ca daca f, g : R — R sunt functii astfel incat f + g este strict cresciitoare, atunci f si g sunt
strict crescatoare? Justificati.

c) Este adevarat ca sirul (a,),>1 cste o progresie geometrica daca si numai daca a,, = \/@n—1 " Qny1, pentru
orice n > 27 Justificati.

d) Ce se poate afirma despre limita unui sir monoton?

e) Este adevarat ci punctele in care se cautd asimptotele verticale ale graficului unei functii sunt capete
deschise finite ale domeniului de definitie? Justificati.

f) Fie ¥ multimea functiilor continue, 2 multimea functiilor care au proprietatea lui Darboux si &2 multimea
functiilor care admit primitive. Scrieti o relatie de incluziune intre aceste trei multimi.

g) Este adevarat ca un patrulater ABC'D este trapez isoscel daci si numai daci are diagonalele congruente?
Justificati.

h) Ce se poate afirma despre doi vectori @ si ¥ pentru care
|@+ 7] = |d] + |0]?

i) Din arctan(tanz) = a rezulta cd z = a? Justificati.
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CLUJ-NAPOCA

a) Aratati ca pentru orice n € N* si orice numere k1, ko, ... , k, reale pozitive are loc relatia
1 1 1
ki 4+ko+--+k e > n2.
(1+ o + +n)<k1+k2+ —I—kn)_n
b) Aflati numerele n, ki, ks, ..., k, € N* care indeplinesc conditiile
ki +ky+---+k, =5n 4sil+1+ +1—1
L " Tk ko ko

Se considera functia f: R — R, f(z) = Va2 + 1.
a) Aratati ca are loc relatia
(2 + 1) f"(z) + zf (z) = f(z), V)z €R.
b) Aritati ca functia f are asimptota spre —oo.
a) Parabola — aspecte metodice.

b) O coardd AB a unei parabole trece prin focar. Aratati ci tangentele la parabold in punctele A si B sunt
perpendiculare.
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CONSTANTA
Varianta 1

I. Subiect de specialitate

1. Fie .#5(Z2) multimea matricelor patratice de ordinul al doilea avand elementele in Zo.
a) Determinati numarul elementelor acestei multimi.
b) Aritati ca ecuatia X2 = Oy are patru solutii in .#(Zs).
c) Aflati matricele din .#45(7Z2) care sunt inversabile.
d) Gasiti doud matrice A, B € .#5(72) astfel incat AB # BA.
e) Aritati ca exista cel putin o matrice C' € #5(Zs) astfel incat C # I si C? = I.

ar +1

2. Fi R* si functia f: R - R = .
ie @ € R* si functia f , f(x) 224

a) Aratati ca [ arc doud puncte de extrem si anume, un punct de minim si unul de maxim.
b) Fie m minimul lui f si M maximul lui f. Calculati S = M + m.

3. O piramida triunghiulara regulata SABC are latura bazei de lungime a si fetele laterale triunghiuri dreptunghice

inS.

a) Sa se calculeze volumul piramidei.

b) Fie E si D mijloacele muchiilor SA si BC. Sa se calculeze DE si m(<DEC).
II. Subiect de didactica specialitatii
1. intocmit;i o fisa de lucru pentru lectia cu tema ,,Operatii cu numere complexe”.
2. Alegeti o matrice inversabila si calculati inversa sa prin 3 metode.

3. Demonstrati ca Intr-un triunghi medianele sunt concurente. Dati doua solutii, una sintetica si una analitica.
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CONSTANTA
Varianta 2

I. Subiect de specialitate

i . (0 1y ., (0 1
1. Se considera matricele A = <_1 0) si B= (_1 _1).

a) Aritati ca A1 = B3,
b) Demonstrati cd (AB)" # I, ¥V n € N*.

c) Determinati matricea X, avand elementele in R, cu proprietatea AX + X B = I5.

1 1
vl 1— )1 . 2e (01
2. Se considera f: [0, 1] = R, f(z) = Lllx+( ?) My ze (0, )

0. e {0, 1}

a) Aratati ca functia f este continud pe [0, 1].
b) Studiati monotonia functiei f.

c) Demonstrati ci oricare ar fi a, b € (0, 1) si a + b = 1, are loc inegalitatea:
aln 1 +bln 1 <In2.
a b

3. Fie O punctul de intersectie a mediatoarelor unui triunghi ABC si M un punct nesituat in planul (ABC). Sa
se arate ca OM L (ABC) daca si numai daca [AM] = [BM] = [CM].

II. Subiect de didactica specialitatii

1. Intocmiti o fisa de lucru pentru lectia cu tema ,,Operatii cu matrice”.
2. Alegeti o ecuatie irationala si rezolvati-o prin 3 metode.

3. Demonstrati ca Intr-un triunghi inaltimile sunt concurente. Dati doua solutii, una sintetica si una analitica.
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CONSTANTA
Varianta 3

I. Subiect de specialitate

1. Fie ecuatia 23 + 22 +ma — 1 = 0.
a) Sa se arate ca oricare ar fi m € R, ecuatia are o radacina ce apartine intervalului [—1, 1].
b) Si se determine m stiind cd ecuatia are o radacina dubla.

y . U | 1 . G .
c) Sa se determine m astfel incat , + , + , <6, unde z1, w2, 3 sunt radacinile ecuatiei.
1 2 3

1 "
2. Fie a € (0, 1) 5i functile £, F: [1, 00) =+ &, [(a) = ., F(x) = / (1) dt.
1
a) Calculati lim F(z).
T—>00
b) Arétati ca:
2 3 n
/ f(t)dt+/ f(t)dt+~~+/ f(t)dt = F(n), Vn € N, n > 2.
1 2 n—1
c) Fiex, = f(1)+ f(2) +---+ f(n). Deduceti ca F(n+1) < z,, ¥ n € N*.
d) Calculati limy,_ o0 Zp -

3. Se da un cub de latura a. Sa se afle distanta dintre o diagonala a cubului si o muchie laterala pe care nu o
intersecteaza.

II. Subiect de didactica specialitatii
1. intocmigi o fisa de lucru pentru lectia cu tema ,,Requli de calcul cu logaritmi”.

2. Alegeti o functie continua si calculati primitivele sale prin 3 metode.

3. Demonstrati ca Intr-un triunghi mediatoarele sunt concurente. Dati doua solutii, una sintetica si una analitica.
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GRADUL II, 2013

IASI

1. Elaborati un proicct didactic pentru lectia de predare ,, Algoritrmul lui Fuclid” (pentru numere
naturale) prezentand numai:
a) definitia c.m.m.d.c. a doud numere naturale;
b) enuntul si demonstratia completa a algoritmului;
c) rezolvati si comentati metodic exercitiul:

Ex. Sa se simplifice fractia 9191
2. Exemplificati fundamentarea noilor cunostinte prin rezolvarea urmatorului exercitiu:

Ex. Se considera triunghiul ABC in care bisectoarea unghiului BAC si mediana laturii [AC]
sunt perpendiculare; notam cu O punctul lor de intersectie. Fie M, N, P mijloacele laturilor
[BC], [CA] si respectiv [AB]. Sa se arate ca:
a) [PO] este linie mijlocie in triunghiul ABN;
b) punctele M, O si P sunt coliniare;
c) [MN]=[MO].
3. Pentru evaluarea finald a cunostintelor de analiza matematica pentru clasa a XI-a, elevii primesc
urmatorul subiect:

Ex. Sa se reprezinte grafic functia f: R — R, f(z) = arcsin — j_ T
x

Elaborati un barem de notare rezolvand complet problema.
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GRADUL 11, 2013

CONSTANTA

Varianta 1

1. Elaborati un proiect didactic pentru lectia de predare ,,Constructia inelului claselor de resturi
modulo n” (definitii, exemple, contraexemple; pentru teoremele prezentate in cadrul lectiei se vor
scrie demonstratiile complete).

2. Exemplificati fundamentarea noilor cunostinte prin rezolvarea urmatoarelor exercitii si probleme:

a) Fic a € R* si functia [ R = R, f(z) = ZZ:—-—:—_:ll'
(i) Aratati cd f are doud puncte de extrem si anume, un punct de minim si unul de
maxim.
(i) Fie m minimul lui f si M maximul lui f. Calculati S = M + m.
b) O piramida triunghiulara regulatd SABC are latura bazei de lungime a si fetele laterale
triunghiuri dreptunghice in S.
(i) Sa se calculeze volumul piramidei.
(ii) Fie E si D mijloacele muchiilor SA si BC. Sa se calculeze DFE si m(<«DEC).
3. Pentru evaluarea finala a cunostintelor de clasa a XI-a, elevii primesc urmétorul subiect:
Fie #5(72) multimea matricelor patratice de ordinul al doilea avand elementele in 7.
a) Determinati numarul elementelor acestei multimi.
b) Aritati ci ecuatia X? = O are patru solutii in .#(Zs).
c) Aflati matricele din .#5(Z2) care sunt inversabile.
d) Gasiti doud matrice A, B € .#5(75) astfel incat AB # BA.
e) Aritati ci exista cel putin o matrice C' € #o(Zs) astfel incat C # I si C* = I.
Elaborati un barem de notare rezolvand complet problema.
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CONSTANTA 3

CONSTANTA

Varianta 2

1. Elaborati un proiect didactic pentru lectia de predare ,, Divizibilitatea numerelor naturale: criterii
de divizibilitate cu 2, 3, 5, 9 i 10”7 (definitii, exemple, contraexemple; pentru teoremele prezentate
in cadrul lectiei se vor scrie demonstratiile complete).

2. Exemplificati fundamentarea noilor cunostinte prin rezolvarea urmaétoarelor exercitii si probleme:

a) Pentru a, b, ¢ € R*, se considera sistemul:

ar+by+cz=»b
cx+ay+bz=ua
br + cy +az = c.

(i) Ardtati ca determinantul sistemului este A = (a + b+ ¢)(a? + b + 2 — ab — bc — ca).

(ii) Rezolvati sistemul in cazul in care este compatibil determinat.
(iii) Stiind ca a® +b* + ¢ — ab — be — ca = 0, aratati ci sistemul are o infinitate de solutii

(z,y, 2), astfel incat 2% + y? = 2 — 1.
b) Triunghiul ABC are m(A) = 105°, m(B) = 45° si AB = 3v/2 cm. Aflati lungimile celorlalte
doua laturi ale triunghiului precum si masura inaltimii AD.
3. Pentru evaluarea finala a cunostintelor de clasa a XII-a, respectiv clasa a X-a, elevii primesc
urmatoarele subiecte:

a) Pentru orice n € N* se considera functiile f,, : R — R, f,(z) = |sinnz| si numerele

PR L F1CO

n -

x x
(i) Calculati [ fo(z) dx.
(ii) Ardtati ca I, <In2, pentru orice n € N*.

2 1 1 1
iii) Aratati ci I,, > = ...+ — ), pentru orice n € N*.
(iil) Arataticid I,, > - (n—!—l + o + 4 27}) pentru orice n

17
b) Determinati termenul din dezvoltarea binomului L + = in care x si y au
vi Ve

exponenti egali.
Elaborati un barem de notare rezolvand complet cele doua probleme.




-118 -

GRADUL 11, 2013

CONSTANTA

Varianta 3

a) Elaborati un proiect didactic pentru lectia de predare ,,Multimea numerelor complexe”
(definitii, exemple, contraexemple; pentru teoremele prezentate in cadrul lectiei se vor scrie
demonstratiile complete).

b) Exemplificati fundamentarea noilor cunostinte prin rezolvarea urmitoarelor exercitii si pro-
bleme:

1
xln;+(1—x)ln1_$, x € (0,1)

0, x e {0,1}
(A) Aratati ca functia f este continua pe [0, 1].

(B) Studiati monotonia functiei f.

(C) Demonstrati ca oricare ar fi a, b € (0, 1) si a + b =1, are loc inegalitatea:

(i) Se considera f: [0, 1] = R, f(z) =

aln1 —I—bln1 <In2.
a b

(ii) Fie O punctul de intersectie a mediatoarelor unui triunghi ABC'si M un punct nesituat
in planul (ABC'). S& se arate cd OM L (ABC) daci si numai daca [AM] = [BM] =
[CM].

c) Pentru evaluarea finald a cunostintelor de clasa a XI-a, elevii primesc urmatorul subiect:
Se considera matricele A = ( 0 1> si B= (_0 1>.

-1 0 1 -1
(i) Aratati ca A* = B3.
(ii) Demonstrati ca (AB)™ # I, V n e N*.
(i) Determinati matricea X, avand elementele in R, cu proprietatea AX + X B = I.
Elaborati un barem de notare rezolvand complet problema.



II.

III.

—
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GRADUL II, 2014

Cluj-Napoca

. Definiti c.m.m.d.c. si c.-m.m.m.c. a doud numere naturale si precizati cinci proprietati ale

relatiei de divizibilitate in N.

. Formulati sarcini didactice pentru demonstrarea la clasd, cu elevii, a urmatoarelor exercitii:

a) Numerele naturale o si b sunt relativ prime. Aratati cd cel mai mare divizor al
numerelor a + b si a® + b2 este egal cu 1 sau cu 2.
b) Sa se arate ca numarul 1-2-3-...-1111 se divide cu 11119, dar nu se divide cu 11!,

. Definiti distanta de la un punct la o dreapta si distanta de la un punct la un plan.
. Formulati sarcini didactice pentru demonstrarea la clasd, cu elevii, a urmatoarei probleme:

Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare astfel incat DC | (ABC), AB L (BDC),
AC = a\/g, AB = a3 si DC = a. Sa se calculeze:

a) distanta de la punctul B la dreapta AD;

b) distanta BB’, unde BB’ L (ADC), B’ € (ADC).

. Enuntati si demonstrati teorema lui Fermat.
. Formulati sarcini didactice pentru demonstrarea la clasd, cu elevii, a urmatorului exercitiu:

Functia f : [a,b] — R este o functic Rolle. Si se arate ci existd un punct c € (a,b) astfel
incat
a+b—2c

2 —(a+b)c+ab

f'le) = f(e).
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GRADUL II, 2014

Bucuresti

I. Se considera polinomul p = (X?® + X + 1) 4+ X € R[X].

1.

2.

3.

Demonstrati ci p este divizibil cu X® + 1. Propuneti o altd problema ce se rezolva in
acelasi mod. Rezolvati problema propusa si explicati in ce consta modificarea facuta.
Notam cu 21, xg, ..., 3000 € C radacinile polinomului p. Calculati x1 +x2 + - - - + 23000
si 2§ + a3 + -+ + 23000

Descrieti trei posibile dificultédti pe care le-ar putea avea elevii in rezolvarea problemelor
propuse la punctele 1 gi 2. Indicati modul in care ati putea interveni, pentru a-i ajuta pe
elevi sd depaseasca aceste dificultati.

II. Fie functia f: R = R, f(z) = ¢/(z +2)? — /(v — 2)2

III1.

1.

2.

Sa se studieze derivabilitatea functiei f. Comentati din punct de vedere metodic studiul
derivabilitatii.

Sa se determine punctele de extrem si imaginea functiei f. Explicati din punct de vedere
metodic de ce se poate sau nu se poate aplica teorema lui Fermat punctelor de extrem
obtinute.

. Sa se determine aria domeniului marginit de graficul functiei f, axa O« si dreptele

x = —2, x = 2. Faceti cAteva comentarii din punct de vedere metodic privind modul de
determinare al ariei.

. Sa se arate ca in orice triunghi sunt adevarate formulele S =p-7 81 .S = (p—c¢) - p, unde r

este raza cercului inscris iar p este raza cercului exinscris corespunzator unghiului C. Sa

se deduca relatia L —tan 5 tan 5

. Fie ABC un triunghi si M un punct situat in interiorul segmentului [AB]. S& se arate ca

r ™ T2 . “ .o .

; = p_ . p—, unde r, 71, o sunt razele cercurilor inscrise iar p, p1, po sunt razele cercurile
1 P2

exinscrise (corespunzitoare unghiurilor <ACB, <ACM, respectiv <M CB), triunghiuri-

lor ABC, ACM, respectiv CM B.

Descrieti din punct de vedere metodic cum predati sau cum introduceti la clasa o notiune
ce apare la punctele 1 si 2 (de exemplu: ariile figurilor poligonale, functiile trigonometrice,
cercul, etc).

. Sa se enunte si sa se demonstreze un rezultat ce generalizeazsa problema de la punctul 2.

Dati un alt exemplu ce apare in geometria de liceu sau gimnaziu, prin care se poate arata
trecerea de la particular la general.
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TASI, VARIANTA 1 3

Iasi, Varianta 1

Elaborati un proiect didactic pentru lectia de predare ,,Conditii de paralelism si conditii de
perpendicularitate o doud drepte in plan” (clasa a X-a). Justificati formulele de caracterizare,
iar ca aplicatie rezolvati urmatorul:

Exercitiu. Fie familia de drepte

dy:2r—y—6+ANr—y—4)=0,\eR.

(i) Sa se determine A € R astfel incat dreapta dy si fie paralela cu dreapta
d:3z+2y—6=0.

(ii) S& se determine A\ € R astfel incit dreapta dy sa fie perpendiculara pe dreapta d.
Exemplificati fundamentarea cunostintelor privind continuitatea si derivabilitatea functiilor,
reprezentand grafic functia

r—+va?—1, dacdz € (—o0.—1)U(1,+0)
N :

f:R—R, f(m)={x ’ dacd z € [—1:1]

Pentru evaluarea finala a cunostintelor de algebra, elevii primesc urmatoarele subiecte:

(i) Enuntati si demonstrati teorema lui Bézout privind restul iméartirii unui polinom
la X —a.

(ii) Sa sc determine polinomul f de gradul 2 carc Impértit la X — 1 da restul 6, impartit
la X da restul 3 si tmpartit la X + 1 da restul 2.

Elaborati un barem de notare rezolvand complet subiectele.
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Iasi, Varianta 2

I. Elaborati un proiect didactic pentru lectia de predare ,, Teorema tmpdartirii cu rest tn mulfimea
numerelor naturale” (clasa a VI-a) prezentand:
— Teorema impartirii cu rest (enunt si demonstratie);
— doua exemple;
— rezolvarea si comentarii metodice pentru urmatorul
Exercitiu. Aratati ca:
(i) Orice numar impar este de forma 4k + 1 sau 4k + 3.
(ii) Patratul oricarui numar impar este de forma 8k + 1.
II. Exemplificati fundamentarea cunostintelor privind calculul vectorial in plan, rezolvand urmé-
torul
Exercitiu. Se considera sistemul cartezian de axe ortogonale zOy.
(i) Centrul de greutate al triunghiului oarecare ABC' din plan este G. Determinati
vectorul OG in functie de vectorii (TLL OB si oC.
(ii) Fie A(2;—3) si B(—5;1). Determinati coordonatele punctelor C'si G stiind c¢a punctul
C se afla pe axa Oy, iar centrul de greutate G al triunghiului ABC se afla pe axa Ox.
III. Pentru evaluarea finald a cunostintelor referitoare la studiul functiilor cu ajutorul derivatelor
(clasa a XI-a), elevii primesc urmatorul subiect:
3
Fie functia f: R* = R, f(z) = %72”
(i) Studiati continuitatea functiei f.
(i) Studiati derivabilitatea functiei f.
(iii) Reprezentati grafic functia f.
Elaborati un barem de notare rezolvind complet subiectul.
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CLUJ-NAPOCA 5

Iasi, Varianta 3

I. Elaborati un proiect didactic pentru lectia recapitulativa ., Teoremele lui Rolle, Lagrange si

II.

IIT.

Cauchy” (analizd matematici, clasa a XI-a) prezentand:

— enunturile celor trei teoreme;

— doud exemple;

— rezolvarea si comentati din punct de vedere metodic urmatorul

Exercitiu. Fie f, g, h: [a,b] — R trei functii continue pe intervalul [a, b] si derivabile pe
intervalul (a,b). Definim functia F : [a,b] — R prin:

f(x) g(z) h(z)
F(r)=|f(a) gla) hla)].
f@) g(b)  h(b)

(i) Sa se arate ca exista c € (a,b) astfel incat F'(c) = 0.

(ii) S4 se arate cd pentru h(z) = 1, V x € [a,b] se obtine teorema lui Cauchy, iar
pentru h(z) =1 si g(x) =z, V x € [a.b] se obtine teorema lui Lagrange.
Exemplificati fundamentarea cunostintelor de la lectia ,,Semnul functiei de gradul 2”7 (clasa a
IX-a) prin rezolvarea urmatorului

Exercitiu. Sa se determine valorile parametrului real m pentru care

{z eR| x>+ (1 —3m)r +2m? — 2m < 0} N [2:4] # 0.

Pentru evaluarca cunostintelor de la capitolul ,, Calcul vectorial” (clasa a X-a), elevil primesc
urmatorul subiect:

In sistemul de axe 2Oy din plan se consider punctele A(0;0), B(m, 0), C(m—1,1+2m),
unde m > 0.

(i) Sa se determine m astfel incat triunghiul ABC sa fie isoscel.

Cluj-Napoca

(ii) Sa se determine locul geometric al mijlocului medianei duse din varful C.
Elaborati un barem de notare rezolvand complet subiectul.



-124 -

GRADUL II, 2014
Sibiu
I. Descrieti metoda problematizarii si metoda tnvatdarii prin descoperire si dati cel putin doua
exemple de utilizare a uneia dintre acestea: unul din programa de gimnaziu si unul din pro-

grama de liceu.
II. Urmaétoarea secventd face parte din programa scolard de matematica pentru clasa a IX-a.

Competente specifice Continuturi

Functia de gradul I

e Dcfinitic; reprezentarca grafica a
functiei f : R — R, f(z) = axz + 0,
unde a, b € R, intersectia graficului cu
axele de coordonate, ecuatia f(z) =0

o Interpretarea graficd a proprietatilor
algebrice ale functiei: monotonie,
semnul functiei

e Inecuatii de forma ax +b <0 (>, <,
>), a, b € R, studiate pe R

1. Recunoasterea functiei de gradul
I descrisa in moduri diferite

2. Identificarea unor metode gra-
fice pentru rezolvarea ecuatiilor,
inecuatiilor, sistemelor de ecuatii

3. Descrierea unor proprietati des-
prinse din rezolvarea ecuatiilor,
inecuatiilor, sistemelor de ecuatii si
din reprezentarea grafica a functiei

de grzfdul I o ) e Pozitia relativa a doua drepte; sisteme
4. Exprimarea in limbaj matema- '
tic a unor situatii concrete ce se de tipul ar+ by =c ,a. b, c,m,n,
pot descrie prin functii de gradul mr +ny =p
I, ecuatii, inecuatii sau sisteme de peR
ecuatil
5. Interpretarea cu ajutorul

proportionalitatii a  conditiilor
pentru ca diverse date sa fie carac-
terizate cu ajutorul unei functii de
gradul 1

6. Rezolvarea cu ajutorul functiei
de gradul I a unei situatii-problema
si interpretarea rezultatului

(Programa scolara de matematicd, OMECI nr. 5099/09.09.2009)

a) Mentionati si descrieti doud metode de predare-invitare folosite in alcdtuirea unui demers
didactic elaborat in vederea formarii competentelor precizate in secventa de mai sus justificand
modul in care aceste metode pot determina formarea competentelor respective.

b) Precizati doud mijloace de invatamant folosite si argumentati utilitatea acestora in vederea
formarii / dezvoltarii competentelor specifice precizate in secventa de mai sus.

¢) Elaborati un test de evaluare formativa pentru patru dintre competentele specifice prezentate
in secventa de mai sus, continand itemi: de completare, cu alegere duald, de tip pereche
precizand pentru fiecare item competenta / competentele evaluate.
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GALATI 7
Galati
I. Urmé&toarea secventd face parte din programa scolard de matematica pentru clasa a VIl-a.
Competente specifice Continuturi
Patrulatere

1. Recunoagterea si descrierea patrulate-
relor in configuratii geometrice date

2. Identificarea patrulaterelor particulare
utilizand proprietati precizate

3.  Utilizarea proprietatilor calitative si me-
trice ale patrulaterelor in rezolvarea unor
probleme

4. Exprimarea prin reprezentari geome-
trice a notiunilor legate de patrulatere

5. Alegerea reprezentarilor geometrice
adecvate in vederea optimizarii calculelor
de lungimi de segmente, de masuri de
unghiuri si de arii

6. Interpretarea informatiilor deduse din
reprezentari geometrice in corelatie cu
anumite situatii practice

e Patrulater convex (definitie, desen)

e Suma masurilor unghiurilor unui
patrulater convex

e Paralclogram; proprietati

e Paralelograme particulare: drept-
unghi, romb si patrat; proprietati

e Trapez, clasificare; trapez isoscel,
proprietati

e Arii (triunghiuri, patrulatere)

Prezentati o activitate didactica elaborata in vederea formarii a cel putin doua competente

din secventa de mai sus urmérind:

a) precizarea a doud metode didactice si a modului de utilizare a acestora in vederea formarii
competentelor specifice alese;

b) mentionarea a doud forme de organizare a activitdtii didactice justificand modul in care
acestea pot favoriza formarea/dezvoltarea competentelor specifice alese;

¢) precizarea a doud mijloace de Invatd mant care pot fi folosite in activitatea didactica
respectiva si motivarea utilizarii acestora in formarea/dezvoltarea competentelor specifice
alese.

IT. Elaborati un item de tip intrebare structurata si un item de tip rezolvare de probleme precizand
pentru fiecare dintre acestea competentele specifice evaluate din cadrul urmatoarei secvente a
programei scolare de matematica pentru clasa a X-a.
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Competente specifice

Continuturi

Exprimarea relatiilor de tip functional
in diverse moduri

Prelucrarea informatiilor ilustrate prin
graficul unei functii in scopul deduce-
rii unor proprietati algebrice ale acesteia
(monotonie, bijectivitate, semn, continu-
itate, convexitate)

Exprimarea in limbaj matematic a unor
situatii concrete ce se pot descrie printr-o
functie de o variabila

Interpretarea unor probleme de calcul
in vederea optimizarii rezultatului
Utilizarea echivalentei dintre bijectivi-
tate si inversabilitate in trasarea unor
grafice si in rezolvarea unor ecuatii

Functii si ecuatii

e Functia putere cu exponent natural
f:R=R, fz)=2",neN,n>2

e Functia radical f : D — R, f(z) =
Yr,n € Nsin =2; 3, unde D =
[0, +00) pentru n par si D = R pen-
tru n impar. Radical dintr-un nu-
mér rational (de ordinul 2 sau 3),
proprietati ale radicalilor

e Functia exponentiald f R —
(0, +00), f(x) = a®, a € (0, +o0),
a # 1 si functia logaritmica f
0, +o00) — R, f(z) = log, z,
a € (0,4), a # 1, crestere
exponentiala, crestere logaritmica

e Rezolvari de  ecuatii  folosind
proprietétile functiilor:

— Ecuatii irationale ce contin radi-
cali de ordinul 2 sau 3;

— Ecuatii exponentiale, ecuatii lo-
garitmice de forma: aof(® =
a9 a >0, log, f(x) =b,a >0,
a # 1sib € R, utilizarea de
substitutii care conduc la rezol-
varea de ecuatii algebrice

Nota. Pentru toate tipurile de functii
se vor studia: intersectia cu azxcle de
coordonate, ecuatia f(x) = 0, repre-
zentarea grafica a proprietalilor alge-
brice ale functiilor: monotonie, bijec-
tivitate, inversabilitate, semn, conca-
vitate/converitate

In elaborarea itemului de tip intrebare structurata succesiunea cerintelor va asigura cresterea treptata
a gradului de dificultate, iar raspunsul la fiecare cerintd nu va depinde de raspunsul la cerinta precedenta.
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PLOIESTI 9

Ploiesti

Elaborati un proiect didactic pentru lectia de predare ,, Algoritmul lui Euclid” (pentru numere
naturale) prezentind numai:
1. definitia c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. a doua numere naturale;
2. enuntul si demonstratia completa a algoritmului lui Euclid;
3. rezolvati si comentati metodic exercitiul:
12595401

1120581
Exemplificati fundamentarea noilor cunostinte prin rezolvarea urmatorului exercitiu:

Ex. In triunghiul ABC se considerd punctele E € (AB), F € (AC) si G € (BC) astfel
AnAtAE—l FCc 1
med AB 2 AC 3
1. Determinati BC astfel incat punctele E, F' si G sa fie coliniare.

v

2. Dacd H € (AB) astfel incat GH L AB, atunci CH = BC.
3. Dacd P € (BC) astfel incat F'P || AB si T mijlocul lui (AF), atunci punctele H, T si P
sunt coliniare.
Pentru evaluarea finald a cunostintelor de analizi matematica pentru clasa a Xl-a, elevii
primesc urmatorul subiect:
Ex. Si se reprezinte grafic functia f : D — R, f(x) = va? — 9, unde D este domeniul
maxim de definitie.
Elaborati un barem de notare rezolvand complet problema.

Ex. Sa sc simplifice fractia
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Craiova

I. Proiectati o activitate didactica corespunzatoare temei ,, Determinanti” din programa scolara
a a clasei a XI-a. In acest sens:
1. Precizati doua competente specifice urmarite, doua metode de invatare centrate pe elev
care pot fi utilizate in cadrul activitatii didactice.
2. Detaliati continuturile corespunzitoare temei conform programei scolare (definitie, proprietiti,
metode de calcul).

a b ¢
3. FieA=|c a b| € #5R). Calculand in doud moduri determinantul matricei A, sa
b ¢ a

se deduca identitatea:
a® + 0%+ ¢* = 3abe = (a+b+c)(a? +b* + ¢* — ab — be — ca).
II. Consideram probllema:
Fie I, = e *x"dx, n € N*. Sa se arate cd sirul (I,,),>1 este convergent si sa se

calculeze limita %irului.
1. Sa se arate ca:
a) sirul (I,,)n>1 este descrescitor;
b) sirul (I,),>1 este marginit;

— <
©) en+1) ~
d) sirul (I,,),,>1 este convergent;
e) lim I, =0.

n—0o0
2. Sa se enunie doud rezultate matematice utilizate in demonstrarca afirmatiilor de la punc-

tul anterior.

3. Sa se realizeze un barem de evaluare si notare pentru problema datd in care sa fie
mentionate principalele unitati de raspuns pe care elevul trebuie sa le evidentieze; in
cadrul baremului realizat, nota 1 se acorda din oficiu, iar nota maxima este 10.

III. La clasa a IX-a, in cadrul unei lectii cu titlul ,, Coliniaritate, concurentd, paralelism - calcul
vectorial in geometria pland”, este propusd urmétoarea problema:
Sa se demonstreze cd punctul G este centrul de greutate al triunghiului ABC daca si
numai daca GA + GB + GC = 0.

1. Sa se prezinte doua metode de demonstrarea concurentei medianelor unui triunghi (sin-
tetica si vectoriald) oferind demonstratii complete.

2. Sa se rezolve problema propusa.

I,, < ——. pentru orice n > 1;
n=nr P -
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Bacau

I. Prezentati secvente ale unui proiect didactic pentru o lectie de comunicare si insusire de noi
cunostinte, cu tema ,, Cercul - coarde si arce, unghi la centru” sau cu tema ,, Numere complexe
sub forma trigonometrica”, avand in vedere urmatoarele aspecte:

1. Formularea a patru competente specifice care urmeaza a fi formate, dezvoltate prin acti-
vitatea didactica propusi.

2. Prezentarea continuturilor invatarii, precizand cunostintele anterioare de actualizat.

3. Mentionarea a doua metode de predare-invatare si exemplificarea modului in care utili-
zarea lor contribuie la formarea competentelor mentionate.

4. Prezentarea a doud exemple/contraexemple utile pentru intelegerea conceptelor studiate.

IT. Avand in vedere proiectarea unei probe de evaluare, in cadrul temei , Sisteme de doud ecuatis
cu doud necunoscute” sau al temei ,, Progresii aritmetice”, raspundeti urmatoarelor cerinte:

1. Elaborati patru itemi de evaluare de tipuri diferite: cu alegere multipla, de tip pereche,
de completare si de tip intrebare structurata, precizand pentru fiecare raspunsul asteptat.

2. Propuneti doua probleme si prezentati rezolvari complete ale acestora.

3. Elaborati un barem de notare pentru testul alcatuit din cei sase itemi.
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Constanta, Varianta 1

I. Elaborati un proiect didactic pentru lectia de predare ,,Rezolvarea unor probleme cu ajutorul
ecuatiilor sau a sistemelor de ecuatii” (definitii, exemple, contraexemple; pentru teoremele
prezentate in cadrul lectiei se vor scrie demonstratiile complete).

II. Exemplificati fundamentarea noilor cunostinte prin rezolvarea urméatoarelor exercitii si pro-
bleme:
xn
42?2 + 22+ 1
a) Sa se arate ca I, > 0,V n € N, si se stabileasca monotonia sirului si si se stabileasca
monotonia sirului si s& se precizeze daca sirul este convergent.

rrErrrES A

1
1. Se considera sirul cu termenul general I,, = / dx, n € N.
)

b) Determinati a € R astfel incat
c) Aratati ca lim I, =0.
n—oo

2. Fie binomul (a + b)", unde a = V218(10-3%) si p = V/2(2-2)183, S5 se determine =, stiind
ci termenul dezvoltarii care contine pe b° este 21, iar coeficientii binomiali ai celui de-al
doilea, al treilea si al patrulea termen al dezvoltarii binomului sunt in progresie aritmetica.

. . ™ o o . . .
3. Fie a si b numere reale, astfel incat a+b = —. Sa se arate ca sin 2a —sin 2b—sin(a—b) = 0.
III. Pentru evaluarea finala a cunostintelor de clasa a Xl-a, elevii primesc urmatorul subiect:
r— y—mz=1
Se considera sistemul de ecuatii liniare { mz + y+mz =1—m, unde m € R.
mx+3y+ 3z2=-—1

1. Sa se calculeze determinantul matricei sistemului.

2. Sa se arate ca, pentru orice m € R, matricea sistemului are rangul cel putin egal cu 2.

3. Sa se determine m € R pentru care sistemul este incompatibil.

Elaborati un barem de notare rezolvand complet problema.
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CONSTANTA, VARIANTA 2 13

Constanta, Varianta 2

1. Elaborati un proiect didactic pentru lectia de predare ., Functia exponentiald si functia logarit-
mica” (definitii, exemple, contraexemple; pentru teoremele prezentate in cadrul lectiei se vor
scrie demounstratiile complete).

II. Exemplificati fundamentarea noilor cunostinte prin rezolvarea urméatoarelor exercitii si pro-
bleme:
1. Se considers functiile f, g: R = R, f(z) = 22 +2, g(z) = 22 — 42 + 2.
a) Aratati ca graficele celor doud functii au un punct comun.
b) Determinati ecuatiile tangentelor in punctul comun la cele doud grafice.
c) Cercetati daca existi o dreapta care sa fie tangenta ambelor grafice. In caz afirmativ,
aflati ecuatia acestei tangente.

200
2

2. Se considera dezvoltarea (\‘/a_s + —) , x > 0. Sa se determine termenul care nu-l
x

contine pe .

3. Triunghiul ABC are AB =2, AC =4si m(/l) = 60°. Sa se calculeze lungimea medianei
duse din A.

ITI. Pentru evaluarea finald a cunostintelor de clasa a XII-a, elevii primesc urmatorul subiect:

s

1
Se considera sirul cu termenul general [, = / tan” x, unde n € N, n > 2.

0
1. Sa se calculeze Is.

1
2. Sa se demonstreze ca I, + 1,10 = g Vn>2.
n
3. Sa se arate ca [,, > 0, V n > 2, sa se stabileascd monotonia si sa se precizeze daca sirul
este convergent.

Elaborati un barem de notare rezolvand complet problema.
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Constanta, Varianta 3

I. Elaborati un proiect didactic pentru lectia de predare , Dreapta perpendiculara pe un plan.
Teorema celor trei perpendiculare si reciprocele ei” (definitii, exemple, contraexemple; pentru
teoremele prezentate in cadrul lectiei se vor scrie demonstratiile complete).

II. Exemplificati fundamentarea noilor cunostinte prin rezolvarea urméatoarelor exercitii si pro-
bleme:

1. a) Determinati ordinele tuturor elementelor din grupul (Zg, +).
b) Determinati ordinele tuturor elementelor din grupul (Zy X Za, +).
c) Aratati ca grupurile (Zs, +) si (Z4 X Zs, +) nu sunt izomorfe.

2. Se considera functia f: (0, ) = R, f(z) = lnTj
a) Studiati monotonia functiei f.
b) Comparati numerele 3v5 si 53,

3. Sa se arate cd un triunghi ABC este dreptunghic daca si numai daca
sin? A +sin® B +sin® C = 2.
4. Pentru evaluarea finala a cunostintelor de clasa a XI-a, elevii primesc urmatorul subiect:
D1 . (21 _ 32 _ 3 -1 . _
Se considera matricele A = (5 3) B= (_2 _1>, C = (_5 2). Fie D = ABC.
a) Aratati ca AC = CA = L.
b) Calculati B™, n € N*.
c) Calculati D", n € N*.
Elaborati un barem de notare rezolvand complet problema.
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Iasi

. Elaborati un proicct didactic pentru lectia de predare ,, Paralelogramul” (clasa a VII-a), avandu-sc in
vedere urmatoarele: definitie, enunt si demonstratie pentru cel putin doud caracterizari ale paralelo-
gramului.

Utilizati notiunile folosite pentru a demonstra teorema liniei mijlocii intr-un triunghi.
. Exemplificati fundamentarea noilor cunostinte de la lectia ,, Inductia matematica” prin rezolvarea ur-
matorului exercitiu:

Demonstrati ca are loc inegalitatea:

1 1 1
n+1+n+2+n+3+.”+3n+1

. La clasa a XI-a, pentru evaluarea finala, elevii primesc urmatoarea problema:
Fie functia f: R = R, f(z) = ——.
V1+ a2
a) Sa se studieze monotonia functiei f si si se determine marginea superioard si marginea inferioara

pentru multimea {f(z) | z € R}.
b) Se considera sirul (a,)nen definit astfel:

> 1, (V)n € N™.

ap=a,a €Rsla,i = anf(an)a (V) n € N.

Sa se studieze convergenta sirului (an)nen.
Elaborati un barem de notare, rezolvind complet problema anterioara.
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Bucuresti

1. Se considera polinomul p = X3 — X + 1.

a)

b)
c)

b)

Studiati ireductibilitatea polinomului p in C[X], R[X] si Q[X]. Descrieti care credeti ca sunt
dificultatile ce le-ar putea avea un elev in rezolvarea acestei probleme.
Notam cu a, b si ¢ radécinile polinomului p € C[X]. S& se calculeze a® + b* + ¢? si a® 4+ b* + ¢*.
Un elev afirma:
Deoarece a® + b? + ¢ > 0, rezultd ca toate raddcinile lui p sunt reale.
Explicati in ce consta greseala din rationamentul acestui elev. Propuneti o modalitate de actiune
(la clasa) pentru corectarea acestei greseli.
Fie z € (-1, 1). Determinati lim nz".

1 " n—oo

1 n
Calculati lim 5 dx si lim / 21 dx. Comentati din punct de vedere metodic rezul-
n—oo [o T n—oo Jg X

tatele obtinute.
Fie f: [0, 1] — R o functie derivabild cu derivata continua. Utilizand eventual metoda integrarii

1

prin parti, aratati ca lim / na” f(x)dx = £(1).
n—00 0

Observand ca subpunctul c) este o generalizare a subpunctului b), construiti un alt exemplu de

analiza matematica pentru a pune in evidenta trecerea de la particular la general.

Sa se demonstreze ca in orice triunghi ABC' din plan are loc inegalitatea:
1

singsinisina < §
Cand se realizeaza cazul de egalitate?
Este adevarat urmatorul rezultat:
Fie ABC un triunghi si P un punct interior triunghiului. Fie A', B si C' picioarele perpendicu-
larelor din P pe laturile triunghiului. Atunci:

PA+PH+PU§%UM+PB+P@.

Folosind (eventual) rezultatul de mai sus, si se rezolve urmétoarea problema:

Fie ABC un triunghi si P un punct interior triunghiului. S& se arate ca cel putin unul dintre
unghiurile <PAB, <PBC si <PCA are masura mai mica sau egala cu 30°.

Se considera urmétorul enunt: In orice triunghi, medianele sunt concurente. Sa se demonstreze in
cel putin doud moduri acest enunt (de exemplu, sintetic, analitic, vectorial, etc.). S& se explice din
punct de vedere metodic care este diferenta dintre tehnicile folosite. Care dintre tehnicile folosite
va este mai comoda in predare? Care credeti cid este mai potrivitd, mai utila sau mai pe placul
elevilor?



)
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SIBIU 3

Sibiu

. Metodele problematizarii si invitarii prin descoperire in predarea matematicii. Dati un exemplu de

aplicare a acestora in invataméantul gimnazial sau liceal.

. Urmatoarea secventa face parte din programa scolara de matematica pentru clasa a VII-a, Geometrie

(conform planurilor-cadru aprobate prin OMECI nr. 3410, 3411 din 16.03.2009).

Competente specifice Continuturi
Patrulatere

1. Recunoasterea si descrierea pa-
trulaterelor in configuratii geometrice
date

2. Identificarea patrulaterclor particu-
lare utilizand proprietati precizate

3. Utilizarea proprietatilor calitative si
metrice ale patrulaterelor in rezolva-
rea unor probleme

4. Exprimarea prin reprezentari geo-
metrice a notiunilor legate de patru-
latere

5. Alegerea reprezentarilor geometrice
adecvate in vederea optimizarii calcu-
lelor de lungimi de segmente, de ma-
suri de unghiuri si de arii

6. Interpretarea informatiilor de-
duse din reprezentdri geometrice in
corelatie cu anumite situatii practice

e Patrulater convex (definitie, desen)

e Suma masurilor unghiurilor unui patru-
later convex

e Paralelogram; proprietati

e Paralelograme particulare: dreptunghi,
romb si patrat; proprietati

e Trapez, clasificare; trapez isoscel,
proprietati

e Arii (triunghiuri, patrulatere)

Mentionati si descrieti doua metode de predare-invatare folosite in alcatuirea unui demers didactic
elaborat in vederea formarii competentelor precizate in secventa de mai sus justificaind modul in care
aceste metode pot determina formarea competentelor respective.

Precizati doua mijloace moderne de invatamant folosite in predare-invitare-evaluare si argumentati
utilitatea acestora in vedereca formarii / dezvoltarii competentelor specifice precizate in secventa de
mal sus.

Elaborati un test de evaluare cumulativd (sumativd) continand, respectiv, itemi: de completare, cu
alegere multipla (cu un singur raspuns corect), de tip pereche pentru trei dintre competentele specifice
prezentate in secventa de mai sus, precizand pentru fiecare item competenta/competentele evaluate.
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GRADUL 11, 2015

Galati

Urmatoarea secventa face parte din programa scolard de matematica pentru clasa a IX-a:

Competente specifice

Continuturi

Recunoasterea functiei de gradul I
descrisa in moduri diferite
Identificarea unor metode gra-
fice pentru rezolvarea ecuatiilor,
inecuatiilor, sistemelor de ecuatii
Descrierea unor proprietati des-
prinse din rezolvarea ecuatiilor,
inecuatiilor, sistemelor de ecuatii si
din reprezentarea grafica a functiei de
gradul I

Exprimarea in limbaj matematic a
unor situatii concrete ce se pot des-
crie prin functii de gradul I, ecuatii,
inecuatii sau sisteme de ecuatii
Interpretarea cu ajutorul
proportionalitatii a conditiilor pentru
diverse date sa fie caracterizate cu
ajutorul unei functii de gradul I
Rezolvarea cu ajutorul functiei de
gradul I a unei situatii-problema si in-
terpretarea rezultatului

Functia de gradul 1

e Definitie; reprezentarca grafica a functiei
fR—=R, f(x) =ar+b,unde a, b € R,
intersectia graficului cu axele de coordo-
nate, ecuatia f(z) =0

e Interpretarea grafica a proprietatilor al-
gebrice ale functiei: monotonie, semnul
functiei

e Inecuatii de forma ax+b <0 (>, <, >),
a, b € R, studiate pe R

e Poritia relativa a doua drepte; sisteme

. ar +by =c
de tipul 4 ,a, b, c,m,mn,

mr+ny=p
p numere reale

Prezentati o activitate didactica elaborata in vederea formarii a cel putin doud competente din secventa de
mai sus urmérind:

a) precizarca a doud metode didactice si a modului de utilizare a acestora in vederea formarii competentelor

specifice alese;

b) mentionarea a douid forme de organizare a activitatii didactice justificand modul in care acestea pot

favoriza formarea,/dezvoltarea competentelor specifice alese;

c) precizarca a doud mijloace de invatamant carc pot fi folosite in activitatca didacticd respectiva si

motivarea utilizarii acestora in formarea /dezvoltarea competentelor specifice alese.

Subiectul 1T
Elaborati un item de tip intrebare structurata si un item de tip rezolvare de probleme precizand pentru
fiecare dintre acestea competentele specifice evaluate din cadrul urmatoarei secvente a programei scolare de

matematica pentru clasa a VII-a.

Competente specifice

Continuturi

Recunoasterea si descrierea pa-
trulaterelor in configuratii geometrice
date

Identificarea patrulaterelor particu-
lare utilizand proprietati precizate
Utilizarea proprietatilor calitative si
metrice ale patrulaterelor in rezolva-
rea unor probleme

Exprimarea prin reprezentiri geo-
metrice a notiunilor legate de patru-
latere

Alegerea reprezentirilor geometrice
adecvate in vederea optimizarii calcu-
lelor de lungimi de segmente, de ma-
suri de unghiuri si de arii
Interpretarea informatiilor  de-
duse din reprezentari geometrice in
corelatie cu anumite situatii practice

Patrulatere

e Patrulater convex (definitie, desen)

e Suma masurilor unghiurilor unui patru-
later convex

e Paralelogram; proprietati

e Paralelograme particulare: dreptunghi,
romb si patrat; proprietati

e Trapez, clasificare; trapez
proprietati

e Arii (triunghiuri, patrulatere)

isoscel,
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GALATI 5

In elaborarea itemului de tip intrebare structuratd succesiunea cerintelor va asigura cresterea treptata a
gradului de dificultate, iar rdspunsul la fiecare cerintd nu va depinde de raspunsul la cerinta precedenta.
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GRADUL 11, 2015

Ploiesti
(v + 1)+ y+ z=1
1. Se considera sistemul de ecuatii x4+ (a+1)y+ z=a,a€cR.
x+ y+(a+1)z=a

a) Rezolvati acest sistem de ecuatii in functie de parametrul o.
b) Descrieti 3 posibile dificultiti pe care le-ar putea avea elevii in rezolvarea sistemului. Indicati

modul in care ati putea interveni pentru a-i ajuta pe elevi sa depaseasca aceste dificultati.

2. Fie functia f : D = R, f(x) = vz? — 1, unde D este domeniul maxim de definitie.

a)
b)

Sa se reprezinte grafic functia. Elaborati un barem de notare, rezolvand complet problema.
Sa se determine aria domeniului marginit de graficul functiei f, axa Oz si dreptele x = 4 si z = 6.
Faceti cAteva comentarii din punct de vedere metodic privind modul de determinare a ariei.

3. Linii importante intr-un triunghi si concurenta lor (tratare metodica). Tratati urmatoarele aspecte:

a)
b)

c)

Definiti notiunile de bisectoare interioara, mediana, mediatoare, indltime si indicati cum se numesc
punctele de concurentd pentru fiecare categorie de linii importante.
Demonstrati concurenta medianelor unui triunghi si indicati pozitionarea punctului de intersectie
a acestora fata de laturile si varfurile triunghiului.
Exemplificati fundamentarea cunostintelor prin rezolvarea urmatoarei probleme:

—_—
Fie ABC un triunghi, [AD bisectoarea interioara a unghiului BAC, unde D € (BC'). Sd se arate
ca:

o _ 4bep(p — a)
AD® = — 5,
(b+c¢)

unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor BC', AC, respectiv AB, iar p este semiperimetrul triunghiului

ABC.
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GRADUL II, 2016

Iasi

. Elaborati un proicet didactic pentru lectia de predare ,, Ecuatii ale dreptei in plan” (clasa a X-a, geo-
metrie), prezentand:
e Ecuatia determinatd de un punct si o pantd (punct si directie), ecuatia determinata de doud puncte,
ecuatiile parametrice, ecuatia generald (cu justificarea lor).
e Rezolvati si comentati din punct de vedere metodic exercitiul:
S se determine multimea punctelor M din plan cu proprietatea ca exista ¢ € R, astfel incat

OM=({A4—1)7+(3t—2)7,

unde {O, 7, 7} este un reper cartezian.
. Exemplificati fundamentarea cunostintelor de divizibilitate prin rezolvarea urmatorului exercitin:
Daca n € N, atunci aritati ca 3n? — 1 nu se divide nici cu 3, nici cu 5 si nici cu 7.
2(x—-1)
r4+1 "
a) Sa se traseze graficul si sa se determine punctele de pe grafic in care tangenta este paralela cu
dreapta de ecuatie 9y = 2z.
b) Elaborati un barem de notare pentru punctul a).

. Se considera functia f: (0, 00) = R, f(z) =lnz —
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GRADUL II, 2016

Bucuresti

1. Se considera urméitoarea problema:

a)
b)

c)
d)

c)
2. a)

b)

c)

Daca A = {a+bi|a, b € N*}, atunci peutru orice z € A, exista n € N* cu 2" ¢ A.
Verificati pe doua cazuri particulare daca problema este adevarata.
Ce rol ar putea avea, in rezolvarea la clasd a problemei, studiul unor cazuri particulare?
Rezolvati problema data.
Anticipati doua dificultéti pe care le-ar putea avea elevii In rezolvarea problemei.
Reformulati enuntul problemei, astfel ca noua problema sa poata fi rezolvata folosind acelasi ar-
gument.
Sa se arate ca ecuatia x + ln|z| = 0 are o solutie reald unica z € (0, 1). Comentati, din punct de
vedere metodic, dificultatile pe care le-ar putea intAmpina elevii in rezolvarea problemei.
1

Fie functia f : R\ {z} — R, f(z) = { z+In|z|’ daca r 70 i = 7 o

0, daca z =0
nuitatea si derivabilitatca functici f in punctul = 0. Sa sc determine punctele de extrem local
ale functiei f. Precizati, in legaturd cu Teorema lui Fermat, ce greseald ar putea face elevii la
determinarea punctelor de extrem ale functiei anterioare.
41

Sa se calculeze I = / -
J1 z*+zhhx

. Si se studieze conti-

dx. Dati un alt exemplu de integrala definita care sa contina

expresia P si care poate fi calculatd prin metoda substitutiei (schimbarii de variabila).
r+1Inz’

3. Se considera urmatorul enunt;:

Fie ABC un triunghi si P un punct situat pe cercul circumscris triunghiului. Fie L, M si N

picioarele perpendicularelor duse din punctul P pe dreptele AC, BC, respectiv. AB. Atunci punctele
L, M si N sunt coliniare.

a)

b)

c)
d)

Identificati cel putin trei notiuni geometrice ce apar in acest cnunt si descrieti modul cum le puteti
introduce la clasa.

Demonstrati acest enunt folosind (eventual) mai multe metode.

Enuntati o (posibild) reciproca a acestui enunt.

Decideti, cu justificare, daca urmatorul enunt este adevarat:

Printr-un punct P al unui cerc se construiesc coardele [PA], [PB] si [PC]. Pe fiecare coarda ca
diametru se construieste cite un cerc. Atunci aceste cercuri se intersecteaza doua cite doud in trei
puncte (diferite de P) coliniare.
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PLOIESTI 3

Ploiesti

1. Elaborati un proiect didactic pentru lectie ,, Functii injective, surjective, bijective” (definitii, proprietati,
exemple, contraexemple; pentru proprietatile prezentate in cadrul lectiei se vor da demonstratiile com-
plete).

2. Exemplificati fundamentarea noilor cunostinte prin rezolvarea urmatoarelor probleme. Descrieti care
credeti ca sunt dificultatile pe care le-ar putea avea un elev in rezolvarea acestor probleme. Indicati
modul In care ati putea interveni pentru a-i ajuta pe elevi sd depaseasca aceste dificultati:

a) Se considera multimea G C .#2(Q), G = { <Z 12b> a,beQ,a’— 10 = 1}.

e (1960
(i) Sa sc verifice ca A = (6 19> cdG.

)
(if) Sa se arate ca XY € G, pentru orice X, Y € G.
(iii) S& se demonstreze cd multimea G este infinita.
b) Sa se arate ca in orice triunghi ABC sunt adevarate urmatoarele formule:

@) 5=pr
(i) § = 5.

unde 7 si R sunt razcle cercului inscris, respectiv circumscris triunghiului ABC, cu a, b si ¢ s-au
notat lungimile laturilor BC, C'A, respectiv AB, cu p s-a notat semiperimetrul triunghiului ABC,
iar cu S aria acestui triunghi.

3. Pentru evaluarea finald a cunostintelor de analizd matematicd pentru clasa a Xl-a, elevii primesc

urmatorul subiect: )
sinx + xrcosx

Sa se enunte teorema lui L’Hopital si sa se calculeze cu ajutorul ei lim —.
. X3 . . . . a;*)() ex B e'ix. - -2 SlIl X .
Faceti cateva comentarii din punct de vedere metodic privind modul de calcul al limitei. Elaborati un

barem de corectare, rezolvand complet problema.
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GRADUL II, 2017

Cluj-Napoca

a) Descricti doud metode de calcul a unor limite de siruri utilizand integrala definita.
b) Sa se calculeze:
1.,/(2n)!

(i) Jim /=

~ (=1)*
(11) 1)11_{1;]; 2k +1°

a) Descrieti metoda inductiei matematice.
b) Sa se demonstreze ca, pentru orice n € N*:

(i) 12_22+32—42+"'+(—1)n_1~n2:(_1)n—1,M_

27
11 1\" 1nn(n+1)
@ (o1 1) =1, 2
0 0 1 0 0 1

a) Descrieti 4 metode de demonstrare a coliniarititii a trei puncte.
b) Si se rezolve problemele:

(i) Fie ABCD un trapez ortodiagonal si M, N mijloacele bazelor trapezului. Daca O este de
punctul de intersectie a diagonalelor acestuia, atunci si se arate ca punctele M, N si O sunt
coliniare.

(ii) Pe o laturd a unui unghi se iau punctele A, B, iar pe cealalta laturd punctele C, D. Fie
{E} = AD N BC, F intersectia paralelelor duse prin A si C la laturile unghiului si G
intersectia paralelelor duse prin B si D la aceleasi laturi. S& se demonstreze ca punctele E,
F'si G sunt coliniare.
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GRADUL II, 2017
Sibiu
1. Descrieti metoda invatarii prin descoperire si dati doua exemple de utilizare a acesteia, unul din pro-
grama de gimmnaziu si altul din cea de liceu.
2. Urmatoarea secventa face parte din programa scolara de matematica pentru clasa a VI-a, Geometrie
(conform planurilor-cadru aprobate prin OMECI nr. 5097 din 09.09.2009)

Competente specifice Continuturi
Proprietati ale triunghiurilor

1. Recunoasterea si descrierea unor
proprietati ale triunghiurilor in
configuratii geometrice date

2. Calcularea unor lungimi de seg-
mente $i a unor masuri de unghiuri
utilizand metode adecvate

3. Utilizarea unor concepte matema-
tice in triunghiul isoscel, in triunghiul
echilateral sau in triunghiul dreptun-
ghic

4. Exprimarea caracteristicilor mate-
matice ale triunghiurilor si ale liniilor
importante in triunghi prin definitii,
notatii si desen

5. Deducerea unor proprietéiti ale tri-
unghiurilor folosind notiunile studiate

6. Interpretarea informatiilor
continute in probleme legate de
proprietati ale triunghiurilor

e Suma masurilor unghiurilor unui tri-
unghi; unghi exterior unui triunghi, teo-
rema unghiului exterior

e Mediana in triunghi; concurenta media-
nelor unui triunghi (fara demonstratie)

o Proprietati ale triunghiului isoscel (un-
ghiuri, linii importante, simetrie)

e Proprietati ale triunghiului echilateral
(unghiuri, linii importante, simetrie)

e Proprietati ale triunghiului dreptunghic
(cateta opusd unghiului de 30°, mediana
corespunzitoare ipotenuzei — teoreme di-
recte si reciproce)

a) Descrieti doud metode de predare-invatare folosite in alcituirea unui demers didactic elaborat in vederea
formarii competentelor precizate in secventa de mai sus si justificati modul in care aceste metode pot
determina formarea competentelor respective.

b) Precizati doud mijloace moderne de invatamant folosite in formarea, dezvoltarea intr-un mod creativ si
atractiv a competentelor specifice precizate in secventa de mai sus.

¢) Elaborati trei itemi: de completare, cu alegere multipld (cu un singur raspuns corect), cu alegere duald,
folositi in scopul evaluarii a cinci dintre competentele specifice prezentate in secventa de mai sus,
precizand pentru fiecare item competenta/competentele evaluate.
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1ASI 3

lasi

1. Elaborati un proiect didactic pentru lectia ,, Teorema impartirii cu rest in N7 (enunt, demonstratie,
consideratil metodice).
2. Exemplificati fundamentarea cunostintelor de geometrie vectoriala prin rezolvarea urmatorului exercitiu:
In reperul ortonormat Z(0, 7, 7), si se afle vectorul legat in origine care are lungimea 2 si este
3 N L —> —> —
perpendicular pe vectorul legat in origine w =37 —47.
3. Rezolvati si elaborati baremele de rezolvare pentru urmatoarele probleme:
r+a, ze€[-1:0]

. Sa se determine @ € R pentru care
ar +1, xz€(0;1]

a) Fie functia f : [-1; 1] = R, f(z) = {

functia f admite primitive.
b) Fiem, n € N*, (m, n) = 1, de paritati diferite, m > n. Notdm = = m
Sa se arate ca:
(i) 4y
(ii) 3|z sau 3| y;
(iii) aria triunghiului de laturi z, y, z este un numar divizibil cu 6.

2—n?, y=2mn, z =m?+n?

VARIANTA a II-a (subiect de rezerva)

1. Elaborati un proiect didactic pentru lectia ,, Teorema celor trei perpendiculare” (enunt, demonstratie,
consideratii metodice).
2. Exemplificati fundamentarca cunostintelor de algebra prin rezolvarea urmatorului exercitiu:
Fie A2x? + Bx 4+ C = (a12 + by)(agw + bg), unde A, B, C, ay, by, az, bo € R si A # 0. Notdm cu
H = max{A, B, C}, h; = max{|a;|, |b;|}, unde 7 € {1, 2}. Ariitati ca:
hiha
2

< H < 2hihs.

3. Sa se rezolve si sa se elaboreze baremele de notare pentru urmatoarele probleme:
a) Si se determine ecuatia dreptei care in reperul ortonormat Z(0, 7, J) este paraleld cu directia
vectorului @ = 7 — 27 si trece prin punctul P(—2, 1).

b) Fic functia f: R\ {-1} = R, f(z) = a1 Sa se traseze graficul functiei si sd se determine
T

1
tangentele la grafic paralele cu dreapta d: y = —gw + 1.

VARIANTA a III-a (subiect de rezerva)

1. Elaborati un proiect didactic pentru lectia ,, Functii injective, surjective, bijective” (definitii, proprietati,
exemple).
2. Prezentati trei procedee uzuale de stabilire a coliniaritatii a trei puncte. Exemplificati fundamentarea
cunostintelor de geometrie prin rezolvarea urmatorului exercitiu:
Sa se arate ca intr-un paralelogram mijloacele a doua laturi opuse si punctul de intersectie a
diagonalelor sunt coliniare.
3. Sa se rezolve si sa se elaboreze baremele de notare pentru urmatoarele probleme:
a) Si se determine functiile f : R — R derivabile astfel incat f(z+y) = f(z)+ f(y) +2zy, V2, y € R.
b) Fie Az? + Bz + C = (ajx + by)(a2z + ba), unde A, B, C, a1, by, aa, by € R si A # 0. Notdm cu
H = max{A, B, C}, h; = max{|a,|, |b;|}, unde i € {1, 2}. Aratati ca:

hiha
2

< H < 2hihs.



