V. Barem

Problema 1:
N = ADC 208 . et

9| N (N —suma a doua numere naturale CONSECULIVE) .........coiuriniiriit ittt et e eee e e e aeas
N - are suma cifrelor a+b+C+2+1+0+8=11+a+bD+C...ccovviriiiiiii e
LS I - T o o) P
A D C = T M e
Cel mai mic numir = a+b+c=7cu a=1b=0,c=9, N =1062018 .......uriririireiiireaieiaaaeianenn.

N =117998 4117999 +... 4118006 .......oneettit e e

Problema 2:

S=9+99+999+9999 +...+999...999 + 2018
H_J

2019 ori
S=(10-1)+(100-1) + (1000 —1) +...+(1000...000 1) + 2018 .......oominiiie e
2019 ori
S =(10+100+1000+...+1000...000) = (1 +1+1+...4+1+D) 4+ 2018 ......orriririiee e
2019 ori 2019 ori
S =100, 000020004 2008 . ..o,
H_/
2019 ori
S =100 00000004+ 2008 . . oot
%/_/
2015 ori
S=111.11109 = Uy (S) =11009 .. .. iiiiiiiite et e e e e
%,_-J
2018 ori
Problema 3:
17" =M, +1, 21" =M, +1, 24" =My, 25" =My +Lueeeooeeoe oo
17" +21" +24" =M, +3, deci nu poate fi patrat perfect...........ooouiiriniiiiii i
Problema 4:
Toate numerele de o cifrd: 0,1,2,...,9sunt SIMetrice =10 NUMEIE .......vimiei it e
Numerele de doua cifre simetrice sunt 11,22,...,99 =50 NUMIBIE. ... ittt e
Numerele de trei cifre simetrice sunt de forma 1a1,2a2,...,9a9, unde a=0,...,9 =90 numere.................

Numerele de patru cifre simetrice mai mici decat 2018 sunt de forma
laal, unde a=0,...,9 = 10 numere

2002 I L NUMIA . .

In total avem 10+9+90+10+1=120 NUMETE SIMEIIICE. ..« vunn et ettt et e e e



BAREM CLASA A VI-A

Problema 1.

a) Fie S suma elementelor multimii A.

Punem conditiile: (1) S—% =343i%,i=1,2,3,...,344 ........ccooiiiiiiiiiiieeee e
Adunam (1) =S =L+ 22 +.. 4344
Din (1) > % =S —343-K3, K =1,2,3,..,384 .....oooiiiiiiiiie e
B) Xy Xy e Xog + Xygy + Xagp ot Ko = (7-200) oo,
Q) S=L42% 4. 4344% = (172-345) ..o

Problema 2.

Din 2a. _ 3b 4 2a+3b+4c _2a+3pb+4c 1
3b+4c 2a+4c 2a+3b 3b+4c+2a+4c+2a+3b 4da+6b+8 2
X 1
Nota 2a=x,3b=y,4c=2—> == —>2Xx=3b+4c>2X=y+7............ 1
orm y Brdc 2 y
y :1—>2y:2a+4c—>2y:x+z ..........................................
2a+4c 2
2l o cai2z-x+
a3 2 Y e p
Scadem 2x—2y=y+z—(x+2)=>2x-2y=y+z-x—2=>x=Yy(1)
2X—22=Y+71—(X+Y)=>2X-22=Y+7Z-X-Y=>X=2(2) cccceerrrn.

Din (1)si(2) =>Xx=Yy=2

Din X=Y=Z=28=30=4C= P reeeeiieeeeeee e
p. p. p
2 = :—’3b: b:—’4 = = —
a=p=a 5 p= 3 c=p=¢cC p
1 1 1 p py(2 1 2 3)
a+3b+2¢c) | =+—+—|=| = — || —+—+—|=2p.— =10 ... 1
(a+3b+ )(a+3b+20j (2+p+2j(p+p+pj pp

Problema 3.

AABE = ACBE (LU.L) (1) 1eeutttiietiieieieieet ettt

In AABE = M(LAEB) =105 ...ttt



Astfel
m(£FEC)=360"—[m(£FEA)+m(£AEB)+m(£BEC)]=
=360"—(60" +2-105") =90 (2)

Din (1) si (2) = AEFC -dreptunghic iSOSCel.........cooiiuiiiiiiiiiiiiiiiii e
< . . CF .

Notadm M-mijlocul lui CF= EM =EF = - = m(£LMEF )=m(£MFE)=45"............

m(ACAEI\/I ) =105
................................................................................................ p

m(£AFC) =105

2aAFM =aAEM

Finalizare FC=2EB............cccuiuiiiiiiiiiiiiiiiieiiieiieess et

Problema 4. Fie 1- unitatea pe care melcul o parcurge in 15 min .................

Presupunem ca s-a intors “acasa ” dupa N unitati verticale............................

Melcul trebuie sa parcurga N unitati orizontale .........c..coooiiiiiiiiiiiiiii ..

Timpul total 2N -15=30N (MINULE).......euririiriiiiiii e,



VII. Barem

Problema 1:

o : . k? : : .
Din inegalitatea mediilor = abc < 57 ; egalitatea avand loc daca si numai daca a=b=c= K

I
=
=]

Pe de alta parte,
a’+b’

a’+b’+c’=(a+b+c)>-2(ab+bc+ac)> (din ab< ,.) 2(a+b+c)2—2(a2+b2+cz) ..............

. . k® . . .. C
Urmeazi ci a”+b* +¢° > 3 egalitatea avand loc dacd si numai daci a=b=c=

|
—
k=]

Dar

ab+bc+acz(a+b+c)2—(a2+b2+c2) g k T3 K

2 2 3

. A . s k
egalitatea avand loc daca si numai daca a=b=c g s

Din cele mai sus, obtinem ca

3 2 2 2 _
9abc +11(ab+bc+ac)—13(a% +b* +c?) < ok 11K 1k _K(k=2) (k-2).
27 3 3

3
egalitatea avand loc daca si numai daca a=b=C=K
Problema 2:
Din inegalitatea mediilor ab+1>2+/ab, a®+b>2avb, a+b?>2bya .......cocooiiiiciiiiccccccccccccccccccccieens [1]
1 ab a’  ab?
=(a+b+ab)= + + S o et 1
2( ) ab+1 a*+b a+b? /

2 2
= 2(a+b+ab)—4(a§il+ a?fb+ aaszjz2(a+b+ab)—2(\/£+a\/5+b\/§)=

—(VEB) + (VENED) (VB ~VBB 20 1o

Egalitatea a=b=1.

Problema 3:

Fie E mijlocul diagonalei (BD) si F mijlocul diagonalei (AC).

Notam cu M intersectia paralelei daca prin E la AC cu paralela duse prin F la BD. Aratdm cd punctul M este cel

cautat. Este suficient s aratam ca S [BKML] = % .S [ABCD] = % =54 CM? oo

Fiind c& AE este mediand in aADE = S[ABE]|=S[ADE] (1)
CE mediand in ACDB = S[BEC]|=S[CED] (2) ....ccoovvuimmmrriiiinnriiiiineeiissnesissssssessssssssssssssssssssesssssseeons



Din (1) si 2) =
S[ABCD] _216 _

S[ABE]+S[BEC]= S[ADE]+S[CED] < S[ABCE] = S[ADCE] = —— ; =108.Cm® ...,
s[BEL]:M si S[BEK]=@:> ..................................................................................................

:>S[BEL]+S[BEK]=%S[ABE]+S[BEC]@

@s[BKEL]=%S[ABCE]=%@:%S[ABCD]:54 CMZ s
KL este linie mijlocie in aABC = KL || AC. Fiindca AC ||EM = KL ||[EM = S[KLE]=S[KLM] (3).....
Cum S[BKEL]=S[BKL]+S[KEL] cu (3) =

= S[BKEL]=S[BKL]+S[KLM | =S[BKML]= S[BKML]=54 CM’ .........coooooiiimmmmmmriiimnrrmrriiisssecnsiinins

Problema 4:
a) m(<NAC)+m(«NBC)=180
M(<NCB)+M(XNAB) =30" => AB L CN .....coririeeirireieiesssinessessesesessssssseessssssssssssssssssssesseesss

b) aBNC isoscel cu CB=CN
Prelungim NA cu AM = AB

AACB ZAACM ...
aMNC echilateral = NM =NC = AB+AN + NC =2BC ........cccoourrrrrveriiimmnirrrrsiioiisssssssssssssssssssssesessseeees
c) Notim ABNCN ={OF =2A0N ~ACOB ........oooieeeeeereeeeteeesiereseseeseessseses s ses s sen s asss s s s snsnsnsnes

3 BC

aBOC dreptunghi = CO = R OB = -

AN = (24 B) BC



BAREM CLASA A VIII-A

Problema 1.

Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca exista numerele naturale m,n,p,q astfel

ca M AN=P> =1 88 NP HM=0% =2 eieioieeiee e

Din m®+n= p?-1deducem ca m?+n+1 este pp, prin urmare numarul VM’ +n+1este

natural. ...
Intrucat m?+n+1>m?’ obtinem ca vYm*+n+1>msideci Vm’>+n+1>m+1
Asadar m’+n+1>(m +1)2 de unde obtinem c& N=2M (*).........ovvveeeeernnn...

Analog, din n’+m=q?-2, deducem ca n°+m+2 este pp, prin urmare numarul \/n° +m+2

este natural. .......ooieiiiii
Intrucat n’+m+2>n? obtinem ca VN +m+2 >nsideci Vn+m+2>n+1
sau echivalent m+1>2n (*¥)

Acum, din (*) si (**), prin adunare obtinem m+n<1. Asadar (n, m) = (O,l) sau (n, m) = (1,0).
Cum nici una dintre cele doua valori nu verifica egalitatile date, concluzionam ca problema

este rezolvata. ......ooovviiiiiiiiiii

Problema 2.

Din egalitatea din enunt avem ca

l1-a
L) D e 1
(1) 8a+1
Deoarece b>0, din (1) rezulta ca a<1, deci
(2) AE[0,L] ot
(3) Inegalitatea din enunt este echivalenta cu inegalitatea a+b+2+ab >1 si inlocuind pe b
din relatia (1), coeveveeerereiiiiire e

avem echivalent cu

a(l-a) __a(l-a)
> B e 1
8a+1 8a+1
Pentru ae {O,l} , inegalitatea (3) are loc egalitate. .....................

(3) 2




a(l-a
Fie ae (0,1) . Inegalitatea (3) este echivalenta cu 1> 4 H , echivalent cu (461—1)2 >0,
a+

care este o inegalitate adevarata. ...............c...ooeeenln

Deci (3) are loc, adica inegalitatea din enunt este adevarata.

Egalitatea are loc daci si numai daca (a=0 si b=1) sau (a=1 sib=0)sau a=b =%

Problema 3. Aratam mai intai ca AG, < AB+AC+AD
Fie B mijlocul lui (D) = AE <222 ()

In AABE deducem G,G, || AB, G, e(AE)

Avem G,G, = %, AG, = 2% ................................................
Obtinem AG, <G,G, +AG, <2+ A:f *AD (1) (Am folosit (*)......

Cu (1) obtinem

2(AB+AC+AD+BC+CD+DB) 2.24

AG, +BG; +CG; + DG < 16

Deci AG, +BG, +CG, + DGy <16 ......coviiiiiiiiicine.




Problema 4

a) B'M bisectoarea XA'B'B=m(£BB'M)=45", m(£B'BM)=90"=aBB'M este

dreptunghic isoscel = B'B=BM ...
BN bisectoarea £C'B'B= m(&BB ‘N ) =45, m(&B ‘BN ) =90" =aBB'N este dreptunghic
B'B =BN
isoscel = I BM = BN o
AM =CN
BN = BM | RT.Thales
Di = MN [ AC (L) i 1
" BA=BC } IAC()
A’E bisectoarea xA'B'M :>£:£
EM A'M

! 'R' ' ' R.Thales

BIF _C'B'| [ BE_BF ™ v
FN C'N EM  FN

AA'AM =aC'CN (CC)=A'M =C'N

C’F bisectoarea XNC'B'=

Din (1) 81 (2) = EF [[AC = EF [[(AA'C). ettt
b) Notam C'F NCB={Q}

«B'C'Q=«CQC(alt.int.)
4B'C'Q=4NC'Q(bisect) | ~ T T
In aNCC": m(%C)=90" aplicAm teorema lui Pitagora
C'N?=CC?+CN?=a’+4a’=5a>=C'N =a+5
= QN =a+/5 = QB =QN - BN =a(J§—1)
= QC =ON +NC=a(J§—1)+2a=a(J§+1)

, ) ,_QB BP
BP||C'C =aQBP ~2QCC =3¢ " oc

. ' 5_1' 3_ 5 ------------------------------------------------
_gp_Qa-cc’_a(¥o-1)a_a(3-\h)

QC a(x/§+1) 2






