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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 10 martie 2018

CLASA a V-a, varianta 2

Problema 1. Vlad, Luca si Adina au cumparat de la o librarie rechizite in valoare totala de 118
lei. Vlad a cumparat 5 pixuri, 4 caiete si 3 cutii cu creioane colorate, Luca a cumparat 7 pixuri, 3
caiete si 4 cutii cu creioane colorate, iar Adina a cumparat 8 pixuri, 7 caiete gi 7 cutii cu creioane
colorate.

Stiind ca Luca a platit cu 5 lei mai mult decat Vlad, iar Adina cu 4 lei mai putin decat Vlad si
Luca la un loc, aflati cat costa un creion, cat costa un caiet si cat costa o cutie cu creioane colorate.

Solutie. Folosim metoda grafica pentru a afla sumele platite de ficcare copil. In reprezentarea de
mai jos, p este suma platita de Vlad:

Vlad L
5
Luca * P * .
P 1
Adina * P o . .
............................................................................................ 1p
p+p+5+2p+1=118, de unde p = 28, deci Vlad a platit 28 de lei, Luca a platit 33 de lei, iar
Adina D7 de Jel ... 2p
Folosim metoda comparatiei pentru a afla pretul fiecarui tip de rechizite:
O PIXUri ..ooevvnnnnnn. 4 caiete ............... 3 cutil cu creioane ............... 28 lei
7 pixuri ............... 3 caiete ............... 4 cutii cu creioane ............... 33 lei
8 pixuri ............... 7 caiete ............... 7 cutii cu creioane ............... 57 lei
Adunand primele doua relatii obtinem
12 pixuri ............... 7 caiete ............... 7 cutii cu creioane ............... 61 lei
............................................................................................ 1p
Comparand cu a treia relatie si efectuand diferenta, obtinem ca 4 pixuri costa 4 lei, deci un pix
costa 1 leu ... 1p
Inlocuind in primele doua relatii, obtinem:
4 calete ............... 3 cutil cu creioane ............... 23 lei
3 caiete ............... 4 cutii cu creioane ............... 26 lei

Pentru a aduce la acelagi termen de comparatie, vom egala numarul de caiete, inmultind cu 3
prima relatie si cu 4 pe cea de-a doua:

12 caiete ............... 9 cutii cu creioane ............... 69 lei

12 caiete ............... 16 cutii cu creioane ............... 104 lei
Obtinem ca 7 cutii cu creioane costa 35 de lei, deci o cutie cu creioane costa 5 lei .......... 1p
Inlocuind intr-una dintre relatii, obtinem ca un caiet costa 2 lei ............................ 1p

Problema 2. Suma a 15 numere naturale consecutive este un numar cu cifre diferite, printre
care se afla cifrele 0, 1, 2 si 4. Care este cel mai mic numar posibil dintre cele 15 numere?



Gazeta Matematica

Solutie. Daca n este cel mai mic numar cautat, atunci cele 15 numere consecutive din enunt sunt
n, n+1, ..., n+ 14, a caror suma S este egala cu 15n + 105, adica S =3-5-(n+7) .......... 3p
Intrucat suma S este divizibild cu 3, suma cifrelor lui S este, la randul ei, divizibila cu 3. Cum
0, 1, 2 si 4 sunt cifre ale lui S, iar 0+ 14+ 2+ 4 = 7 nu se divide cu 3, rezulta ca S mai are cel putin
inca o cifra, diferita de 0, 1, 2 si 4. Conditiile de minim si de divizibilitate cu 3 conduc la faptul ca

S mai are o singura alta cifra, egala cuU b ... . 2p
Cel mai mic numar de forma 15 (n + 7) care se scrie cu cifrele 0, 1, 2, 4 gi 5 este 10245, pentru
care Se OBHINE 170 = 670 ... ... 2p

Problema 3. Determinati numerele de forma abed care indeplinesc simultan urmatoarele conditii:
a) suma patratelor cifrelor este divizibila cu 4;
b) restul impartirii numarului abed la ¢ este 7.

Solutie. Patratul unui numar natural este de forma 4k saudk+1 .......................... 1p
a? + b* + 2 + d? este divizibil cu 4 daca a, b, ¢, d au aceeasi paritate ...................... 1p
Din teorema impartirii cu rest exista numerele naturale ¢ si r astfel incat abed = c¢-q+7s1 7 < ¢,
deCi € = 8 SAU € = 0 .. 1p
Daci ¢ = 8, toate cifrele sunt pare gi abed = 8¢ + 7, imposibil, deoarece membrul stang este par,
iar membrul drept este Ipar ... ... . 1p

Daca ¢ = 9, toate cifrele sunt impare si, cum ab9d da restul 7 la Impartirea cu 9, rezulta ca
a+ b+ d+9 este un numar par care da restul 7 la impartirea cu 9; se obtine ca a + b + d poate fi 7

SAIL 2D ottt e 1p
Pentru a + b+ d = 7 se obtin solutiile 1393, 3193, 3391, 1195, 1591 i 5191 ................. 1p
Pentru a + b+ d = 25 se obtin solutiile 7999, 9799 §i 9997 ... ... ... . 1p

Problema 4. Intr-o cutie se afli 50 de cartonage pe care sunt scrise primele 100 de numere
naturale nenule, astfel: pe primul cartonag sunt scrise numerele 1 (pe o parte) gi 2 (pe cealalta
parte), pe al doilea cartonag sunt scrise numerele 3 (pe o parte) si 4 (pe cealalta parte) si asa mai
departe, pana la al 50-lea cartonag, pe care sunt scrise numerele 99 (pe o parte) si 100 (pe cealalta
parte).

Eliza scoate patru cartonasge din cutie si calculeaza suma celor opt numere scrise pe ele. Cate
sume distincte poate obtine Eliza?

Solutie. Sumele celor doua numere de pe fiecare cartonag sunt: 3, 7, 11, 15, ..., 195, 199, adica
numerele de forma 4k — 1, unde k£ este un numar natural care ia valori intre 1 i 50 ........... 2p

Daca 4a — 1, 4b — 1, 4c — 1 si 4d — 1 sunt sumele de pe cele 4 cartonase, suma totala este
4(a+ b+ c+d) — 4, deci problema se reduce la a calcula numarul de valori pe care le poate lua suma
a patru numere naturale nenule a < b < ¢ < d, cuprinse intre 1 gi 50.

Suma minima este 1 + 2 4+ 3 4+ 4 = 10, iar suma maxima este 47+ 48 +49+50 =194 ...... 1p

Vom arata ca fiecare suma a + b+ ¢+ d poate lua toate valorile de la 10 la 194, adica in total 185
de valori. Astfel avem:

e sumele de la 10 la 56 se obtin pentru a = 1, b = 2, ¢ = 3 si d luand valori de la 4 la 50:
1+24+344,14243+5,1+2+3+6, ..., 14+2+3+50

e sumele de la 57 la 102 se obtin pentru a = 1, b = 2, d = 50 si ¢ luand valori de la 4 la 49:
1+24+4450,1+2+5+50,1+2+6+50,...,1+2+49+50



e sumele de la 103 la 148 se obtin pentru a = 1, ¢ = 49, d = 50 si b luand valori de la 3 la 48:
14+3+49+50,1+44+49+50,1+5+49+50, ..., 1 +48 449 + 50

e sumele de la 149 la 194 se obtin pentru b = 48, ¢ = 49, d = 50 si a luand valori de la 2 la 47:
2+48+49+50, 34+48 449450, 4 +48 +49 + 50, ..., 47 + 48 + 49 + 50

In concluzie, Eliza poate obtine 185 de sume diferite, si anume toate numerele cuprinse intre
4.10-4=36514-194 -4 =772, numarate din 41n 4 ... ... .. . 4p



Olimpiada Nationala de Matematica
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CLASA a VlI-a
Varianta 2

Solutii si baremuri orientative
Problema 1. Numerele naturale x, vy, z satisfac egalitatea
13z 4+ 8y = 5z.

Demonstrati ca numarul (z +y) (y + 2) (2 + x) este divizibil cu 130.
Solutie si barem: Din egalitatea 13x + 8y = 5z, obtinem 13z + 13y = 5z + 5y, adica,

13(x+y) = 5(2+vy). Deoarece numerele 13 gi 5 sunt prime, obtinem ca (z + y):5 si

(U 4 2) 18 e 4p
Din ipoteza, obtinem 18x + 8y = 5z + 5x, adica 5 (z + ) :2, de unde (z + x):2. ..2p
Deoarece 130 = 2-5- 13, rezulta concluzia. ................c i, 1p

Problema 2. Un tablou de forma patrata se imparte in 100 patratele identice,
distribuite pe 10 linii si 10 coloane. Avem la dispozitie 10 cartonage, numerotate diferit,
cu cifre de la 0 la 9. Pe tablou trebuie sa asezam doua cartonase, avand suma 10, in
patratele situate pe linii i coloane diferite. Determinati numarul de posibilitati de agezare
a acestor cartonase.

Solutie si barem: Deoarece suma cifrelor trebuie sa fie egala cu 10, exista doar 4
perechi de cartonase care se pot plasa pe tablou. ........ ... ... L. 1p

Primul cartonas se poate plasa in orice patratel, deci exista 100 variante. Pentru al
doilea cartonag mai raman 9 linii si 9 coloane la dispozitie, adica 81 de variante. Prin
urmare avem 100 x 81 = 8100 variante de plasare a unei perechi de cartonase. ....... 4p

Deoarece avem 4 perechi, atunci avem in total 4 x 8100 = 32400 variante. ....... 2p

Problema 3. In triunghiul ascutitunghic ABC, cu AB < AC, AD este inaltime, iar
AF este bisectoare, unde D, E € (BC). In triunghiul ascutitunghic A'B'C’, cu A'B’ <
A'C', A'D' este Inaltime, iar A'E’ este bisectoare, unde D', E' € (B'C"). Se stie ca
[AB] = [A'B'], [AD] = [A'D'] si [AE] = [A'E']. Demonstrati ca triunghiurile ABC' si
A'B'C" sunt congruente.

Solutie si barem: Deoarece A ABD =A A’'B’'D’, conform cazului C.I., obtinem

AB=4B (%) i ABAD = AB'A'D’. .. 3p
Pe de alta parte, A DAE =A D'A'E' (C.1.), de unde LDAE = LAD'A'E'". ....... 1p
Suntem condusi la L BAE = £ B’A'E’, de unde obtinem £ BAC = L B'A'C". ..... 2p
Tinand cont de (x), rezulta ca A ABC =A A'B'C’, conform cazului U.L.U. ......1p

Problema 4. Lucia are in total 2018 bile galbene, albastre gi verzi. Numarul bilelor
verzi este de 4 ori mai mare decat numarul bilelor albastre. La un schimb, Lucia ofera



prietenei sale Cristina 13 bile galbene si primeste 5 bile albastre gi 7 bile verzi. Dupa
mai multe astfel de schimburi, Lucia ramane fara bile galbene, dar cu 1271 bile verzi.
Determinati numarul de bile galbene avute initial de Lucia?

Solutie si barem: Notam cu & numarul de schimburi efectuate intre cele doua pri-

etene. Atunci numarul de bile galbene este 13k. ...... ... .. .. ... 1p
2018 — 1

Numarul initial de bile albastre este %3]{, iar numarul initial de bile verzi este
4(2018 — 13k)

5 P 2p

4 (2018 — 13k

Numarul final de bile verzi este ( = ) + 7k = 1271,
de unde se obtine k = 101. ... ... 3p
Obtinem ca Lucia a avut initial 1313 bile galbene. ........ ... ... ... ... ... .... 1p
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE-CLASA a 7-a
Varianta 2

Problema 1. Aratati ca oricare ar fi numarul natural nenul n, numarul \/ n + [\/ﬁ + %]

este irational.
(Am notat cu [a] partea intreaga a numarului real a.)
Gazeta Matematica

Solutie. [/n+ 3] =k, k numdr natural, k < /n+3+ <k+1 ............ 2 puncte
k= s > 0 1 punct
(k=3 S < (k4 3) 1 punct
k2+i§n+k<k2+2k+i ............................................... 1 punct
B<n+[Vn4+i] <(B+1)2 1 punct
numarul din enunt este irational ............. .. ... . 1 punct

Problema 2. Determinati perechile de numere intregi (a,b) care au proprietatea ca
a® + 2b* + 2a + 1 este divizor al lui 2ab.

Solutie. (0,b) si (a,0) sunt solutii pentru orice a,b intregi .................. 1 punct
(a,b) este solutie daca si numai daca (a, —b) este solutie,

reducere la cazul ab > 0. ... ... . 1 punct
@ F 207 204+ 1 <2ab oo 1 punct
(@—=20)2 4 (@4 2)% < 2 1 punct
la+ 2] < V2, |a— 2b| <v?2,a¢€{-3 -2 —1},

(a,b) € {(—3,—-2);(—3,—1); ( 1,—1)} (dupa verificari) .................... 2 puncte
S1=A(=3,-2); (=3, —1); (=1, =1);(=3,2); (=3, 1); (=1, 1)},

Sy ={(a,0)]a € Z} U{(0 ,b)\bEZ} S =51 US g 1 punct

Problema 3. Fie dreptunghiul ABCD si punctele arbitrare E € (CD) si F € (AD).
Perpendiculara din punctul E pe dreapta F'B intersecteaza dreapta BC' in punctul P si
perpendiculara din punctul F' pe dreapta E'B intersecteaza dreapta AB in punctul ). Sa
se arate ca punctele P, D si () sunt coliniare.

Solutie. o —

P FQA = EBC (au acelagi complement, EBQ) . 1 punct

AEBC ~ AFQA(UU), FA:g_S ...;;...1punct

PEC = BFA (au acelasi Complement) ABF)..1 punct

APEC ~ ABFA (UU.), & AB = % ........... 1 punct

o DC = AB,AD = BC, ig = ?i ﬁ ........ iﬂmct

- B APCD ~ ADAQ (L.U.L)( m(PCD) = m(DAQ) =
| 90°, g—i = g—j) ................................. 1 punct

@ A B m(PDQ) = m(PDC) + 90° + m(ADQ) = 180°,

m(ADQ) = m(@), P D, coliniare. ....... 1 punct



A~ -~

Problema 4. Fie triunghiul ABC cum(A) = 80° si m(C') = 30°. Consideram punctul
M interior triunghiului ABC' astfel incat m(MAC) = 60° st m(MCA) = 20°. Daca N
este intersectia dreptelor BM si AC sa se arate ca (M N este bisectoarea unghiului AMC.

Solutie.

B D c
AMNBC ={D},AD L BC,BE L CM,M € (EC), BENAM = {A'},
ABAA’ isoscel (m(m) = m(m) = 10%) 1 punct
Fie A” cu ABCA” echilateral, C'A bisectoarea unghiului BCA"............ 2 puncte
C'A mediatoarea lui [BA”], A egal departat de B gi A”,
ABAA" isoscel (m(A/B-E’) = m(m) =10%) 2 puncte
ABAA" = ABAA” (ULU), BA = BA" .. i 1 punct
ABDA" = ABEC (1.U.), BD = BE,
B se afla pe bisectoarea lui m(A/]W\C) ....................................... 1 punct
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CLASA a VIII-a - Solutii si barem

Varianta 2

Problema 1. Aratati ca, daca m,n € N*, atunci

m n
Gl #e
n m
Gazeta Matematica

m n
Solutie. Presupunand prin absurd ca exista m,n € N*, astfel ca {—} + {—} =1

n m
reiese — + n [@} — [ﬁ} e N, deci m + n € N si, simplificand fractiile, putem
n o m n m nom
presupune (7, 7) = 1 oo 1p
m o n
Daca —+—=ke N, atuncin®> —knm+m?=0............................... 1p
n om

Din relatia precedenta rezulta ca m | n? si n | m?, ceea ce, tinand cont de (m,n) =1,
implica m = n = 1. Dar, pentru m = n = 1 expresia din enunf este egala cu 0, deci am
obtinut o contraditie ... ... 5p

Problema 2. Fie a,b,c € [1,00). Demonstrati ca

av/b N bv/e  cya

a—+b b+c+c+a

3
—|—§§a+b+c.

Solutie. Din inegalitatea mediilor avem a + b > 2v/ab si analoagele, de unde rezulta
a/b  bJe  ea 3 - va Vb e 3
a+b+b+c+c+a+2_ 2 2 2 2

Vom arata ca v/a < 2a — 1 pentru orice a > 1. Intr-adevar, relatia precedenta este
echivalenta cu (2v/a — 1)(y/a — 1) > 0, relatie evidenta pentru orice a > 1........... 2p

b 3
Din inegalitatea de mai sus si analoagele ei obtinem ca \/75 + % + \/76 + 5 <a+b+c
2p

Problema 3. Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’. Notam cu M, N si
P mijloacele muchiilor [AB], [BC], respectiv [BB']. Fie {O} = AN NC'M.

a) Aratati ca punctele D, O, P sunt coliniare.

b) Aratati ca MC" L (A’PN) daca si numai daca ABCDA'B'C'D’ este cub.

a) [M N] este linie mijlocie in triunghiul BAC, deci MN || AC si MN = ;AC. Cum
AC || AC" si AC = A'C', rezulta ca MNC'A’ este trapez si ca 22 = 29 — 1 Dacy

oc’ OA’ 2
notam {0’} = DP N M(C’, analog se arata ca M PDC’ este trapez si (]\)J,gj = 2L =1
Rezulta ca punctele O gi O impart segmentul [MC’] in raport 1/2, deci coincid. Asadar
punctele D, O, P sunt coliniare. .............. ... 2p

b) Notam AB = 2x,BC = 2y,BB" = 2z. C'M L (A'PN) & C'M L A'N si
C'M 1 DP. Aplicam succesiv teorema lui Pitagora. In AC'BC, AC'BM, ANA'BA,



AA'BN, ADBA, ADBP, ABMN, ADAM obtinem OM? = 1C'M? = (422 +4y>+2?),
ON? = sA'N? = 5(42° +42° + %), OD? = SDP? = 5(4y® + 42® + 2°), MN? = 2° + 3%,
DM? = 4y*> + z*. Din C'"M 1 A'N rezulta ca AMNO este dreptunghic in O si, prin
aplicarea teoremei lui Pitagora, MN? = MO?* + ON? ceea ce conduce la z* + y* = 222
(*). La fel, din C'"M L DP, aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul M DO avem
DM? = DO? + OM?, ceea ce ne conduce la relatia 22 + 22 = 2y* (**). Din (*) gi (**)
rezulta x = y = 2, de unde rezulta ca ABCDA'B'C'D’ este cub.

Problema 4. a) Consideram numerele naturale nenule a, b, ¢ astfel incat a < b < ¢
si a® + b* = ¢*. Demonstrati ca daca a; = a?, ay = ab, a3 = bc, ay = ¢, atunci
ai+a3+a;=ajsia <ay <az<ay.

b) Demonstrati ca, oricare ar fi n € N, n > 3, exista numerele naturale nenule

ai,ds, ..., a, care verifica relatiile af + a3 +...+a? | =a2sia; < ay < ... < ap_1 < Q.

n—1

Solutie. a) Avem a} + a3 + a3 = a* + a®b*> + b*® = a*(a® + b*) + b*c? = a*c* + b’ =

(@2 4 0% ) = 1p
Apoi a; = a® < ab = ay (deoarece a < b), ay = ab < bc = a3 (deoarece a < ¢) si
as = be < ¢ = ay (deoarece b < ¢), agsadar a; < ay < a3 < Qge wvovereriiniiia.. 1p
b) Pentru n = 3, un exemplu este a; =3, ay, =4, a3 =5 (3 <4 < 5 gi 3% + 4% = 5?).
Pentru n > 4 putem alege a; = 7, a, = 8, a3 = 10, ... , a, o = 2n. Evident, suma

aj + a3 + ...+ a’_, este impara. Fie N € N astfel ca af +a3 +...+a2_, = 2N + 1.
Atunci N > 3. Definim atunci a,_; = N si a, = N + 1.

Avem a? +aj+...+a2 ,+a2 | =2N+14+ N =(N+12=da2sia <a <
v < Qp_g < an_1 < a,. Toate inegalitatile sunt evidente in afara de penultima: a, _, <
V2N +1 < N = a,_; revine la N* > 2N + 1, adicd la (N — 1)* > 2, evident adevarat
PENtTU N > 3 5p
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CLASA a 9-a, SOLUTII ST BAREME

Varianta 2

Problema 1. Determinati functiile strict crescatoare f : N — N cu proprietatea ca

f(x)+ f(y)
1+ f(zx+y)

este un numar natural nenul, pentru orice z,y € N.

Gazeta Matematica

2
Solutie. Luand z = 1 = 0 rezultd —2 0 ¢ N*. deci £(0) # 0. Dar £(0) si 1+ £(0)

1+ f(0)
sunt relative prime, deci 1 + f(0) divide pe 2, adica f(0)=1......... ... ... ... 1p
Sa aratam ca {f}&i(% = 1pentruoricex >1 (%) ... 1p
intr—adevér, in caz contrar am avea f(z) + (1) > 2 pentru un anumit r € N* gi
1+ f(z+1)
atunci f(xz) + f(1) > 24+ 2f(x+1) > 24+ 2(f(x) + 1), de unde f(z) < f(1) —4, in
contradictie cu monotonia Iui f .. ... . 2p
Din (*) rezulta f(x + 1) = f(x) + f(1) — 1 pentru orice x > 1, de unde obtinem
f(n) =nf(l) —n+1,Vn, € N* relatie care este valabila si pentrun=0............. 2p
Obtinem astfel functiile de forma f(n) = an+ 1, unde a = f(1) — 1 € N*, care verifica
proprietatile din enunt, . ... .. 1p

Problema 2. Se considera triunghiul dreptunghic ABC, m(£A) = 90° si punctele D
si B pe cateta (AB) astfel incat ZAC’D /DCFE = ZECB. Aratati ca daca 3@ = 2@
si C’D + C’E = QCM atunci z@ = 4AM

Solutie. Relatia C?—I—C@ = QCM arata ca M este mijlocul segmentului [DE]. Cum
€ (AB), trebuie sa demonstram ca AB =4AM ....... ... . . i 1p
Alegand convenabil unitatea de masura, fie AD = 2, DE = 3 ¢i AC = 2z. Cu
teorema bisectoarei in triunghiul AC'E, obtinem C'E = 3z. Folosind teorema lui Pitagora
in triunghiurile ACE, apoi ACD, gisim 2 =5 i CD =2v6....................... 2p
Folosind teorema bisectoarei in triunghiul C'DB si teorema lui Pitagora in triunghiul
ABC, avem ci 2= = 28 respectiv BC? = (5+ BE)? + (2¢/5)%. Inlocuind BC' = 2°BE

BC
in cea de-a doua relatie, obtinem ca BE = 9. ... ... 3p

Deducem ca AB =14, AM = AD + %DE = %, prin urmare AB =4AM .......... 1p




Problema 3. Fie AD, BE, CF inaltimile triunghiului ABC si K, L, M ortocentrele
triunghiurilor AEF, BFD, respectiv CDE. Notam cu G; si G5 centrele de greutate
ale triunghiurilor DEF, respectiv KLM. Sa se arate ca HG; = G,G,, unde H este
ortocentrul triunghiului ABC.

Solutie. Cum FK 1 AC (FK este inaltime in triunghiul AEF) si BE 1 AC (BFE
este Inaltime in triunghiul ABC), FK || HE (1)

Analog, EK 1 AB (EK este inaltime in triunghiul AEF) si CF 1 AB (CF este
inaltime in triunghiul ABC), deci EK || HF (2) ... coiii i, 3p

Din (1) si (2) FHEK este paralelogram, deci 77 + 72 = 77 + 72 (3)

Analog, se demonstreaza ca FHDL si DHEM sunt paralelograme, deci e+ Th =
Fi A T8 (A) SET0 T =70 4 Tar (B) oo 1p
Din (3), (4) si (5) rezultd ci 2(7) + 74 +77) = 3T + TR+ 7L F T8 cveeenaeenen 1p
Cum7’—p>-|—7’—E>+7’p:3rG1§i@+ﬁ+@:3@,reiese2@:@+@ ........ 1p
Astfel, G, este mijlocul segmentului HGy, de unde HG, =G Gy ..o oo oo 1p

Problema 4. Fie f : R — R o functie. Pentru fiecare a € Z consideram functia
fo : R = R, f,(x) = (x — a)f(z). Aratati ca daca exista o infinitate de valori a € Z
pentru care functiile f, sunt crescatoare, atunci functia f este monotona.

Solutie. Daca functia f, este crescatoare atunci, oricare ar fi z;, 2, € R cu x; < x»,
avem f,(x1) < fo(xq), adica a(f(za) — f(x1)) < @of(w2) — i fay) (%) oot 2p

Sa presupunem ca functia f nu este monotona. Atunci f nu este crescatoare, deci
exista py,ps € R cu p; < py si f(p1) > f(p2) si f nu este descrescatoare, deci exista

G, Ge ERcuqr < qosi f(q1) < Qo) covoeine 2p
Astfel, daca f, este crescatoare, rezulta din (*) ca

p2f(p2) — prf(p1) ¢ f(q2) — a1 f(q1)
f(pQ) _f(pl) f(QQ) _f(Q1) -

Cum relatia (**) nu poate fi indeplinita decat de un numar finit de valori intregi ale
lui a, presupunerea ca f nu este monotona contrazice ipoteza........................ 3p

<ac<
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CLASA a 10-a
Solutii si barem de notare

Problema 1. Sa se afle x pentru care
log, (z* +4) — log, x + 2° — 4x +2 = 0.

Solutie. Avem x > 0 si ecuatia se scrie echivalent

log, (x—i—é) =2— (z—2)°.
T

......................................................................... 3p
Cumerf22\/%&:4,0b§inem10g2(x+§)22 ................. 2p
Pe de alta parte, 2 — (£ — 2)% < 2. it 1p
deci ecuatia are solutia unica £ =2........... ... . . 1p

Problema 2. Sa sc arate ca numarul

%/2018 +V/2017 + C/\/201 — /2017

este irational, pentru orice n > 2. Gazeta Matematica
Solutie. Sa presupunem ca, pentru un anumit n, numarul este rational.

Notim a = v/+/2018 4+ v/2017,b = {/+/2018 — v/2017. Atunci a + b € Q si
D = Lo 1p
Daca s, = a* + 0¥, atunci (s;),> verifica relatia de recurenta

Skr2 — (@ +0)spp1 + s, =0,

pentru orice & > 0. .o 3p
Cum sp =2si sy =a+b€Q, deducem cd s, € Q, pentru orice k. ... 2p
In particular, s, = 24/2018 € Q, contradictie ........................ 1p

Problema 3. Fie a,b, c numere reale, astfel incat 1 < b < ¢ < a', si
log, b+ 2log, ¢ + 5log, a = 12.
Sa se arate ca
2log,c+ 5log,. b+ 10log, a > 21.

Solutie Fie x = log, b, y = 2log, ¢, 2 = 5log,a. Din ipoteza rezulta ca
T, 2 >08l 4y 4+ 2= 12 1p
De asemenea, obtinem xyz = 10log, blog, clog,.a =10............... 1p
Din b < ¢ deducem 2log, ¢ > 1, iar din ¢ < a'° rezulta 5log.a > 1,
asadar y,z > 1, deunde x < 10.... ... i 2p



Sa observam ca

10
2log, c+5log.b+10log,a = zy+xz4+yz = z(y+2) +yz =x(12—x)—|—;

Inegalitatea (12 — x) + 22 > 21 este echivalenta cu (z —1)*(z —10) < 0
evident adevarata

Problema 4. Fie n > 2 un numar natural. Sa se¢ determine numerele
complexe z care verifica relatiile

a) 2"+ 2" 4+ 22 4z =g

b) [z P+ |z]" 2+ . 2P+ 2+ 1 = n2".

Solutie. Observatia ca din enunt rezulta n > 2 se noteaza cu 1 punct.
Din conditia a) deducem

n="+2"""+. 22+ < |+ 2T+ 2+

de unde |z| > 1
Din b) deducem

nlz|" <1+ |z + |27+ ...+ 27!

i deducem |z| <1, deci |z| =1
Relatia b) devine nz" — 2z =n —1 (%), de unde [nz"' — 1| =n—1...1p
Scriind z = cost + isint, obtinem usor cos(n — 1)t = 1, sin(n — 1)t = 0,

adica 27! =1 gi atunci din (*) deducem z =1
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CLASA a XI-a, varianta 2

Problema 1. Aratati ca, daca n > 2 este un numar intreg, atunci exista matricele inversabile
Ay, Ay, A,y € Mo(R), cu elementele nenule, aga incat A7 '+ Ay +. . 4+ A = (A +45+. . +A,) L
Gazeta Matematica

Solutie. Egalitatea este echivalenta cu (4, + Ay + ...+ A, ) (A" + AP+ .+ A ) =1 ... 2p
Vomlua A, = A, Ay = ... = A, = B. Cerintadevine ly+(n—1)AB '+ (n—1)BA ' +(n—1)%1, =

I,. Notand AB™! = X, cautam X astfel incat X + X 14+ (n—1)I, = 0y, sau X?+(n—1)X 41, = 0,.

Astfel, putem lua X = (_11 n_—i—nl

Pentru acest X putem lua A = G ;), B = <—2n -1 =an= 2) ......................... 2p

Problema 2. Consideram multimea M = {<Z Z) € My(C) | ab = cd}.

a) Dati exemplu de matrice A € M astfel incat A7 € M gi A € M, dar A*°'® ¢ M.

b) Ardtati cd, dacd A € M si existd numadrul intreg k& > 1 astfel incat A¥ € M, A*1 e M i
AFT2 € M, atunci A™ € M, oricare ar fi numarul intreg n > 1.

Solutie. a) Luam A € M astfel incat A*> ¢ M si A>+ A+ I, = 0y, deci A> = 1, = A" € M,

APIT = A e M i A" = A2 ¢ M. Un exemplu este A = (_ 13/2 \_/§> ...................... 2p
b) Din teorema Hamilton-Cayley reiese recursiv cd exista a, 8 € C astfel incat A*™? = oA+ 815.
Daca A = <Z Z), obtinem (aa + f)ab = ac(lad + ), de unde aff(b—c) =0..........oooon.., 1p
I) Daca b = ¢, atunci A = (Z Z) sau A = (8 2), in ambele cazuri A" € M,Vn € N*...... 1p

IT) Daca b # ¢, atunci o = 0 sau 8 = 0, A*?2 = B[, sau A*? = @A si analizam in functie de

d = det(A).

IT1.1) Daca § = 0, atunci A € M si A" = (tr(A))"TA€ Mpentrun>2............ooooa... 1p

1 1
I1.2) Daca 6 # 0, atunci A™! = BAHI’ B #0sau A7t = —AF o # 0, deci A~ € M. Cum

a

1 _
Al = 5 (_dc ab>, obtinem bd = ac, iar ab = c¢d duce la b(a+d) = c(a+d), deci a+d = 0. Aceasta
: . 0 b . . b 0

duce mai departe la a = d = 0, caz in care A” = o0 pentru n impar gi A" = 0 pentru
n par, sau la a = —d # 0, de unde b = —c si A*" = (a® — V*)"[,, A>""1 = (a® — b*)"A; in toate
cazurile reiese A" € M, VN € N L 2p

Problema 3. Fie girul (a,),>1 cu proprietatile a, > 1 si a2, > @,a,42, oricare ar fi n > 1.
Aratati ca sirul (z,),>1 dat de z,, = log, a,41 pentru n > 1 este convergent si calculati-i limita.

Solutie. Din ipoteza reiese 2 > log, . a, +log,  anio= i oz (F) 1p
Deducem ,,, <2 — i < &, deci sirul (z,),>1 este descrescator .................... ... ... 2p
Cum sirul are termenii pozitivi, rezulta ca el este convergent catre o limita x................ 2p
Trecand la limita in (*) obtinem (z —1)*> <0, deci x = 1.0 2p

Problema 4. Fie a < bnumere realesi f : (a,b) — R o functie astfel incat functiile g : (a,b) — R,
g(x)=(r—a)f(x) sih:(a,b) > R, h(z) = (x — b) f(z) sa fie crescatoare. Aratati ca functia f este
continua pe (a, b).

Solutie. Fie a < ¢ < b. Pentru x € (c,b) avem g(x) > g(c) si, cum v —a > 0, f(z) > <2 f(c).
Apoi, din h(z) > h(c) si x — b < 0 rezulta f(z) < <=2 f(c). Deoarece lim =% = lim <=2 =1,

z—=b z—ec T4 T—cC z—b

criteriul clegtelui, deducem h{fl F(Z) = fC) oo 5p

folosind
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CLASA a XII-a

Varianta 2 — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Fie F multimea functiilor continue f: [0,1] — R, care indeplinesc conditia
maxo<.<i |f(x)| =1, si fie I: F = R,

1n- | fw)da— £(0)+ £(1).

(a) Aratati ca I(f) < 3, oricare ar fi f € F.
(b) Determinati sup {I(f)|f € F}.

Solutie. (a) Fie f o functie din F. Din conditia maxo<,<; |f(z)| = 1, rezulta ca
I(f) < [ Tdo+1+H1=3 i 2 puncte

Inegalitatea este strictd, in caz contrar, f(x) = 1, oricare ar i z € [0, 1], si f(0) = —1,
contradiChie ... 1 punct

(b) Pentru n > 2, functia f,: [0,1] — R,

_f 2nx—1, 0<z<1/n,
f”(x)_{ 1, 1/n<az<l,
este un element din F. ... .. 2 puncte

Pentru aceasta functie,

1 1/n 1
I(fn):/o fn(aj)dx—fn(o)—i-fn(l):/o (2na:—1)dx+/1 ldr +1+1

1/n

= (na® —z)| +3-1/n=3-1/n.

Prin wrmare, 3 — 1/n <sup{I(f)|f € F} < 3, oricare ar i n > 2, deci supremumul
CETUL ES0E 3. oot 1 punct

Problema 2. Fie p un numar natural mai mare sau egal cu 2 si fie (M, ) un monoid
finit, astfel incat a? # a, oricare ar fi a € M ~\ {e}, unde e este elementul neutru al lui
M. Aratati ca (M, -) este grup.

Solutie. Fie a € M ~\ {e}. Cum M este finit, exista doud numere naturale nenule i si k,
astfel Incat @ = a ™ F. 1 punct



Prin inmultiri succesive cu a*, rezulta ca a’ = a'*"*, oricare ar fi numarul natural

NENUL 7. 1 punct

Alegem un numar natural m, astfel incat mk > ¢. Prin inmultirea relatiei anterioare

mk—i 2mk

cu a™* %, obtinem a™* = a

Fie b = a™*. Atunci b = b? si, prin eventuale inmultiri succesive cu b, obtinem b = bP.

............................................................................... 1 punct
Rezulta ca b = e, i.e., a™ = e. Cum mk > 2, obtinem a™* ! . a =a-a™ ! = e, deci
a este inversabil i, prin urmare, (M, ) este grup. ..., 1 punct

Problema 3. Aratati ca o functie continua f: R — R este crescatoare daca si numai
daca

b c
=) [ Fayde<b-a) [ fla)de
a b
oricare ar fi numerele reale a < b < c.

Solutie. Daca f este crescatoare si a < b < ¢, atunci

Reciproc, fie a si b doua numere reale, astfel incat a < b, si fie F': R — R o primitiva
a lui f. Daca x si y sunt numere reale, astfel incat a < r < y < b, din relatia din enunt
rezulta ca

F(z) - F(a) _ Fly) = F(z) _ F(0) ~ F(y)
xr—a - y—x - b—y
.............................................................................. 2 puncte
Cum F este derivabila si F' = f, obtinem
, Fz) - Fa) _ .. FO)-Fly) _

= F =1 < lim ——= = F'(b) = f(b

fla) = F'(a) = lim =2 < 1w “O— — (1) = f0)
.............................................................................. 2 puncte

Remarca. Implicatia directa nu necesita continuitatea lui f, deoarece monotonia functiei
implica integrabilitatea pe orice interval compact.

Implicatia reciproca nu necesita nici ea continuitatea lui f, ci doar existenta primi-
tivelor pe R.

In cazul in care f este continua, implicatia directa mai poate fi demonstrata dupa cum
urmeaza: conform teoremei de medie, exista o € (a,b) si 5 € (b, ¢), astfel incat

/ﬂwmzwﬂmwgilUmm:wwmm
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Cum a < f, rezulta f(a) < f(8), deci

(c—b) / f(@)de = (c— b)(b— a)f(a) < (b— a)(c — b)F(B) = (b a) / (@) de.

Problema 4. Fie n si ¢ doua numere naturale, n > 2, ¢ > 2 i ¢ # 1 (mod 4), si fie K
un corp finit care are exact ¢ elemente. Aratati ca, oricare ar fi elementul a din K, exista
r sy in K, astfel incat a = 2" + y*". (Orice corp finit este comutativ.)

Solutie. Fie p caracteristica lui K. Atunci p este prim si ¢ = p®, unde a este un numar
natural nenul. Cum ¢ Z 1 (mod 4), rezulta ca i p Z 1 (mod 4), deci p = 2 sau p = 3
(mod 4) si, in acest caz, o este IMpPar. ..., 1 punct

Daca p = 2, iar x si y sunt elemente ale lui K, astfel incat 22" = y*", atunciz =y = 0
sau, in cazul in care y # 0, (zy~")?" = 1. Cum (zy )*"7!' = (zy™")?7! = 1, obtinem
vy ! =1, deci x = y. Prin urmare, functia f: K — K, f(x) = 22", este injectiva, deci
surjectiva. Daca a este un element oarecare din K, atunci exista un element x in K, astfel
incat a = f(z), deci @ = 22" + 02 . 2 puncte

Daca p = 3 (mod 4) si « este impar, atunci gi ¢ = 3 (mod 4), i.e., ¢ = 4k + 3, unde
k este un numar natural. Fie g: K* — K*, g(x) = 2%, si fie x si y doud elemente din
K*, astfel incat g(x) = g(y). Atunci (zy=1)*" =1 si cum (zy=1)*+2 = (ay= 1)t =1, iar
(2", 4k 4+ 2) = 2, rezulta (zy )2 =1, decizy™ ' = +1,le, y=tx. ........... 1 punct

Cum p este impar, rezulta ca 1 # —1, deci imaginea functiei g are exact (¢ — 1)/2
ClemMEIIte. . 1 punct

Fie K, = {2#*"|z € K} = {0} UImg. Evident, |K,| =1+ (¢ —1)/2 = (¢ + 1)/2.
Daca a este un element oarecare al lui K, atunci |K,| = |a — K,| = (¢ + 1)/2, deci cele
doua multimi, K, si a — K,,. nu sunt disjuncte. Prin urmare, exista u si v in K,,, astfel
incat u = a —v. Cum u = 22" si v = *", unde z si y sunt elemente din K, obtinem
= T2 Y 2 puncte



