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Clasa aIX -a

Problema 1.

Consideram progresia aritmetica (a, ) a,=2n-1, ne N* si progresia geometrica (b, )n21 , b, =2""" ne N*,

nz1’
a) Determinati ne N* incit a, +a, +a, +...+a, =2018".
b) Demonstrati ca rezultatul calculului b,,, —3(b, +b, +...+b,) nu depinde de ne N*.

¢) Demonstrati ca pentru orice ne N* are loc inegalitatea b, 21+a, .

SOLUTIE:
+
a) al+az+...+an:M:n2 .............................................................................................................. 2p
17 =2018% 2> M= 2018 oo Ip
"—1 4" -1
N SOy . M, N A Ip
qg—1 3
b =3(b+by+o B, ) =27 =2 (4" —1) =2 e 1p
¢) Pentru n=1, b, 21+a, & 22=2 sipentru ca inductia matematica sa confirme inegalitatea b, 21+a,
pentru orice n =1 avem de demonstrat implicatia b, 21+a, = b,,, 214+a,,, «ccooviviiviiiiiiiiiii, Ip
dar b, =4b, 24-(14G, ) S8k 22k +2 =14 G,y wvververeereeeierieenese e Ip
Problema 2.

. ) . . m
Spunem cd perechea de numere naturale nenule (m,n) este interesanta daca 0, (3) <—<0,34.
n

a) Stabiliti daca perechea (330;1000) este interesanta.
b) Determinati valorile posibile ale lui n astfel inct perechea (330;7) si fie interesanta.
c) Aflati cate perechi de numere interesante de forma (1;1000) sunt.

d) Determinati m si n astfel incat perechea (m;n) si fie interesantd si m si aiba valoare minima.

SOLUTIE:

Q) = % =0,33<0,(3), contrazice 0,(3) <=, deci (330;1000) nu este interesanta ............................... Ip
n n



1330 34

b) m=330 = —< o ettt ettt et e h e h ettt et et s bt et e ettt st et e bt et e enaneeeanees Ip
3 n 100

970,...< 1 <990 => NE{971;972;...5989] oot Ip

0) 1000, L e Ip
3 1000 100

333<m<340 = me {334;335;...;339} B Y] 1115 § SRS S Ip
d) l<ﬂ<ﬁ = 10Om<n<3m ................................................................................................................. Ip

3 n 100 34

cum 7 si 3m sunt numere naturale, existd » numai daca 100m <3m—1,deci m>17, m =18

STALUNCT 71 =53 Lottt ettt ettt b e bt e at e e bt eh bt et e e at e eab e et et e et e ebe e sbe e bt she e bt e naee Ip

Problema 3.

Un atlet alearga in jurul unui teren de forma dreptunghiulard ABCD cu lungimea de 150m si latimea de 50m , pe
traseul A— B —>C —> D — A— B — ... sifard a-si schimba sensul de alergat.
El pleacd din A cu zero puncte si de fiecare datd cand ajunge intr-unul din varfurile B,C,D, A, B,C,... primeste puncte

dupa urmatoarea regula: cate 1 punct in B ; cite 2 puncte in C; cite 3 puncte in D ; cate 4 puncte in A .
a) Aflati Tn ce punct s-a aflat atletul in momentul in care a inregistrat 53 de puncte.
b) Determinati cati kilometri a parcurs atletul de la momentul plecérii pana cand a inregistrat 53 de puncte.
c) Aflati daca atletul poate obtine exact 2018 puncte.

SOLUTIE:
a) Laprima parcurgere A — B — C — D atletul obtine 1+2+3=06 PUNCLe .......eeevererrierrieeiieeeeeee e Ip
si la fiecare parcurgere urmatoare D — A — B — C obtine cate 4+1+2+3=10 puncte ...........cecueeuee. Ip
Dupd 5 parcurgeri complete A— B — C — D obtine 46 puncte si este Tn D ....occooeeeeeveneneeienennenne. Ip
si continuand ajunge in A cu cu 50 puncte, in B cu 51 puncte, in C cu 53 puncte .........ccoeeeeeveenveennen. Ip
b) Atletul aleargd (5 Pyyep +200) 1= 2,2 KM ..ottt Ip
c) Atletul poate obtine puncte in una din variantele: 10n;10n+1;10n+3;10n+6, n€ N ... Ip
si deoarece 2018 =2010+8, atletul nu poate inregistra 2018 PUNCLE .......c.ceveereierierierienie e, Ip

Problema 4.
Consideram paralelogramul ABCD si punctele M € (DC), N € (BM) astfel incat DM =3MC si BN =4NM .

a) Verificati ca MC :iﬁ .
b) Demonstrati ca BM = —i AB+AD.

¢) Exprimati vectorul AN in functie de vectorii AB si AD.

. . . . . AN
d) Demonstrati cd punctele A, N,C sunt coliniare si calculati valoarea raportului NC

SOLUTIE:
—_ .= . L= MC — 1—
a) MC si AB sunt coliniari si de acelasi sens, deci MC:E-AB:ZAB ........................................... Ip
) BM = BC+CM = AD = AB ottt 2

C) ﬁ\f:ng—ﬁ)—gﬁ ................................................................................................................... 1p



AN = AB+BN = AB+2 AD— AB ='; (4B+ AD)

&) AN =2(4B+4D)

AN =24C¢ = AN =4 NC, deci AN _y,
5 NC

%R‘ deci A, N,C sunt coliniare



SER N
M MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE

CONCURSUL NVAIIONAL 5
DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA _ FACULTATEA
NPTk T, G OLAR 10 martie 2018 e

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

ClasaaX -a

Problema 1.

Pentru fiecare xe (0;+), considerdm numerele a, (x)= (\/;)21% (i/;)n , ne N*,
a) Demonstrati cd existd ne N* astfel incat a, (x) nu depinde de x.
b) Determinati ne N* in cazul in care a,(3)=27.
¢) Determinati x€ (0;+c0) in cazul in care a,(x)=3.

d) Demonstrati cd, pentru o infinitate de valori x& (0;+), toate numerele a, (x) sunt rationale.

SOLUTIE:
21-n n 63—n
B) @, (X)X 2 X7 I X 0 e 1Ip
pentru 71=63, dg (X) =1 DU AEPINAE A& X wouvvuivririeiiieeeineieei ettt Ip
b) a,(3)=27 = 636_”:3 S5 A5 e 2p
) s (X) =3 = X123 25 X =B oo 2p
d) pentru x=2%, (V) k€Z, = a,(%)€ Q ettt 1p
Problema 2.

. - .. . a+i .
Pentru fiecare numar real a definim numarul z, = N -, unde iP=-1.
+a-i

=1, pentru orice ae R

a) Demonstrati ca |z,

b) Demonstrati ca z, #—i, pentru orice ae R.
— . o . 9 4
c) Determinati numerele reale a pentru care partea imaginard a numarului z, este egald cu -5

d) Calculati produsul p=2z,-2,-2,"..v2 | "2,° 2 23 " Logg
2 3 2018

SOLUTIE:

Ja* +1

Z,|= S TP PP PTOPRPRRPRPROOR 2p

‘ Vi+d*

b) z,=—i = a+i=—i+a,fals oo Ip

a)




c) z, = OO PO PO U PP PUPPURRUPUPUPPPRRNt 1
) & l1+a® 1+d° P

2
! a2=—— T> A ==3 SAU G =3 .ottt sttt st Ip

I+a 5
SR I+ai 1 .
d) Observamca z, = —=—,deci 7,2, =1, (V)A€ R™ ..o, Ip
2 a+i Z, 2

0 D = ettt st st e s e s b e e e e sanaes Ip

Problema 3.

Fie numarul real a :%/4+2\/§ +§/4—2\/§ .
a) Verificati a’ —6a-8=0.
b) Demonstrati cd ae (\/8 3).

¢) Demonstrati cd numarul x =log, (a2 - 6) +log, (§ + 6) +log, 1 este natural.
a 1

2
SOLUTIE:
a) a3=4+2\/§+4—2\/§+3§/(4+2\/§)(4—2x/§)(%/4+2x/§+€/4—2\/§)=8+6a ................................. 2p
b) Evident, a>0 $idin 8=a(a>=6) = @>V6 ..coooiiccrrscicecsscieeecceercecee e Ip
Daci a = 3, atunci 8=a(a2—6)29,fals ................................................................................................ Ip
C) X =10, = H10Z, @7 F10Zy @ eveeereiiiiieieieeieeis ettt Ip
x—logz(—-aj+2 ................................................................................................................................... Ip
X ettt h e bt h e bt et bt eh et h et h e bt et bt eh s e bbb ehe et e na e he et e be e e Ip

Problema 4.
Un program de calculator simuleazd o traiectorie curba inchisa, de lungime 15¢m si pe care doud mobile pornesc din

acelasi punct dar in sensuri opuse, respectiv cu legile de deplasare date de functiile f(x)=x+2"—1 si
g(x)=x+log,(x+1), unde variabila x>0 reprezintdi momentul masurat in secunde iar f(x) si g(x) reprezintd

distanta parcursa de cele doud mobile de la momentul zero al deplasarii pana la momentul x >0, masurata in centimetri.
Vom nota cu M multimea momentelor de intdlnire ale celor doua mobile. Raspundeti la urmatoarele cerinte:

a) Demonstrati cd xe M daca si numai dacd (3)ne N* astfel incat f(x)+g(x)=15n.
b) Determinati momentul primei intalniri a celor doud mobile.
c) Demonstrati cd x=2% -1e M .

SOLUTIE:
a) Considerand h:[0; +o0), h(x)= f(x)+g(x)
= h(x)=2x+2"+log ) (x+1)—1 este functie strict crescatoare, cu 7(0) =0 .coeerirrerrerneiriirrieeeeereeeene. Ip
= cum lungimea traseului este de 15¢m si cele doua mobile se deplaseaza pe traiectorie 1n sensuri opuse, are loc
intalnirea in fiecare moment x>0 In care h(x) =151, 1€ N™ L. Ip
b) Cum h(x)=f(x)+g(x) este strict crescatoare, cu h(0)=0, prima intalnire are loc la unicul moment x>0 in
Care S€ VETITICA /() S 15 oottt e Ip

Folosind monotonia, se cauta si se gaseste /1(3)=15, deci x =3 este momentul primei ItAINiri .......c.cccvveneee. Ip



c) x=2%-1leM & h(268—1)=15n,cu TLE N et e ettt ettt e e e ettt e ee e
(2% -1)=2(2% -1)+2" " +67, din care h(2% -1)=2(16" —1)+8(16(2%l) —1)+75 ...................................

dar (16 =1)i15 (V)k€ N §iimplicit /1(2% —1)I15 w.ooooooooeeooeeomieioomiomiomissmsssssssssssssssssssssssssssssssssssossssssssssssssonnnnne
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Clasa a XI -a
Problema 1.
1 00 a 1 1
Fie matricea unitate /;, ={ 0 1 O | simatricea A=|1 a 1|, aeR
0 01 1 1 a

a) Calculati B=A-a-1,.
b) Verificati B> =B+2I, si A>=(2a+1)-A—(a’*+a-2)-I,.

¢) Demonstrati cd A este inversabild pentru orice ae R\{-2; 1} si determinati A™'.

SOLUTIE:
01 1
) > L O OSSPSR URRRRSPRRPPO Ip
110
2 1 1
b) BZ_[ 2 1 IS B 2L, oot Ip
112
A’ =(al,+B) =a’1,+2aB+B* =’ I, + 2a(A—al,) + (A= al,)’ = woocoooooereeeoceresereeeeeeseseee s Ip
=(20+1) A= (@7 FA=2) I oo Ip
a 1 1
€) detA=|1 @ 1|=e=(@H2) (A1) oot Ip
I 1 a
EtAFE D © GE {251} oottt Ip
Cum A®=(2a+1)-A=(a’+a-2)-1,, A” = P Ip



Problema 2.

a a* 1
Fie a,b,ce R sideterminantul D(a,b,c)=b b*> 1|.
c ¢ 1

Totodata, 1n sistemul de coordonate (xOy) , consideram punctele A, (n; n’ ) , ne 7.
a) Demonstrati cd D(a,b,c)=(b—a)(c—a)(c-b).
b) Demonstrati ca pentru orice trei numere intregi distincte m,n,k , punctele A (m; m* ) , A, (n; n’ ), A, (k; kz) sunt
necoliniare si aria triunghiului A A A, este numar natural.

c) Demonstrati cd aria triunghiului A ;A A, ,,,s nu depinde de ne Z.

d) Demonstrati ca nici unul din triunghiurile A A A, , cu m,n,k € Z, nu are aria egala cu 2.

SOLUTIE:
a) Verificare D(a,5,¢)=...=(b=a)(C=)(C=D) strrtrrieiririreee ettt 2p
b) S(A,AA)= %‘D (m; n;k)‘ = %‘(m —n)(m-k)(n- k)‘ € N deoarece din cele trei numere m,n, ke 7,
doud au aceeasi paritate si astfel diferenta lor este numar par, deci ‘(m —n)(m—k)(n- k)‘ 3 2p
©) A, oisA A, srs =+ =2018" care nu depinde de NE Z ......cueuiurieriereireninieietstie et 2p

d) Fara a afecta generalitatea, putem considera m>n >k si atunci, in ipoteza S(A,A,A,)=2, am avea

(m—n)(m—k)(n—k)=4. Cum m,n,k € 7Z sunt distincte = m—k>m—n=1si m—k >n—k =1, rezultand
Mm—k=4s1i m—n=n—k=1,IMPOSIDIL .......cccerriritiiiiiriiii et Ip

Problema 3.

Doua functii f,g le numim a-inrudite, a€ R, daca existd si este finita limita lim[ f(x)-a-g (x)] )
x—1

3,2 _ _
a) Demonstrati ca functiile f (x) :% si g(x)= al f sunt 2-inrudite.
x’ - x—
b) Determinati a€ R incat f (x) :ﬁ si g(x) SR S s fie a-inrudite.
X —x (x—l)\/;

c¢) Daca alegem trei functii f,g,h Incat f si g sunta-inrudite iar g si h sunt b-inrudite, demonstrati cd atunci f
si h sunt ab-inrudite.

SOLUTIE:

. (P =x-2x-2 2x-4) . X -3x742 (x—l)(xZ—Zx—Z)_ 3
? lxlgll[f(x)_zg(x)]_lxlgl{ x* -1 a1 j_lxlgll x -1 _lxlgll (x—l)(x+l) T 2P
b) lim[f(x)—wg(x)]:lim—m eSte fiNith € @ =3 .oorveerrereeieeeriee s 1p

x—1 x—1 (x—l)-x

5-5x 5
li -a- =1li TSSOSO 2

R A I R e TN R ’

c) f(x)—ab-h(x):f(x)—a-g(x)+a[g(x)—b-h(x)] ................................................................................. Ip

deci linll[f (x)—ab- h(x)] EXISA §1 €S8 FINIEA ..vvveeieiieeeeeeteteteteeeececceee et eee e es sttt aeseeenens Ip



Problema 4.
Fie a,b,ce R incat functia f(x)=+x’+ax+b+cx are domeniul maxim R si lim f(x)=1.

X—o0

a) Demonstratica a=2, be [l; +<>o) si c=—1.

b) Demonstrati ca toate functiile cu aceasta proprietate au aceleasi asimptote.
¢) Demonstrati cd nici una din functiile obtinute nu este functie rationala.

SOLUTIE:
a) lim (\/ x> +ax+b+ cx) =1 obligd ¢ =-1, in caz contrar limita fiind infinita ............coceevenniininninnnnne. Ip

b)

c)

lim(\/x2+ax+b—x)=lim ax+h =%=1 R Ip

o H""\/xz+ax+b+x

din x> +ax+b>0, (V)XGR = be[l; +00) .......................................................................................... Ip

f(x)=vx*+2x+b-x, f:R — R, fiind elementar, este continud pe domeniul ei de definitie, deci nu are

asimptote verticale si cum lim (\/ X' +2x+b— x) =1, are la +oo asimptotd orizontald y =1.......cccceeeunee. Ip

X—>o0

Cum lim (\/ X +2x+b— x) =+oco, f nu are asimptota orizontald spre —eo.

X—>—o0

. f(x) . NXH2x+b—x . NxX-2x+b+x
lim ——== lim = lim =2 = M==2 e Ip
X—>—oo X X—>—o00 X X—>+oo —X
—2x+b
lim (f (x)—mx)=lim (Vx*+2x+b +x)= lim (Vx’ =2x+b — x| = lim =-1
x~>—oo( ) x%—M( ) x~>+00( ) X—>+o0 IXZ —2x+b +x
= y=—2x—1 asIMPLOta ODIICA SPIE —00 ..cc.eiiiiiiiiiiiiieeiteeete ettt ettt ettt e bttt e s b e sabeeens Ip

Dacd f(x)=+vx*+2x+b—x, f:R— R ar fi functie rational, atunci asimptota spre +oo, y =1, ar fi si

asimptota spre —oo, contradictie cu y =—-2x—1 asimptotd oblicd spre —oo.........c..cooeiiiiiiiiiiiiiiiiiiai, Ip
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Clasa a XII -a

Problema 1.

Considerdm structura algebrica (R;o) cu legea de compozitie xoy=3xy—2x+y-1, (V)x,ye R.
a) Demonstrati (R;o) este structurd neasociativa.
b) Stabiliti dacd (R;c) admite element neutru.

(x — 1) oy=9

¢) Rezolvati in (R;o) sistemul
(x+1)o(y-1)=13

SOLUTIE:

a) Structura este neasociativa dacd are loc (xoy)ez# xo(yoz), micar intr-o situatie particulara ......... 1p
Verificare particulard, spre exemplu (001)02 % 00(102) .oviiiirierierieieireineieeeeeeiseiseee e Ip

b) Daca e€ R este element neutru, xce=eox=x, (‘v’)xe R si atunci
X0€ =X, (V)XE R 25 €=ttt Ip
eox=x, (V)xeR = 3ex—2e+x-1=x, (V)xe R siimpreund cu e=1 =
= x=1 (V)xe R () contradictie, deci (R;o) nu admite element NEULTU. .......coevrevrerrerenrereeenenne Ip

C) (X=1)0Y =9 © 3xP=2Y = 2X =8 oo Ip
(X=1)0y =9 © BXYH4Y =55 =20 coiirierieeeieereietierieee et e Ip
Solutii (57) =(233) 81 (157) = (m450) e 1p

Problema 2.
. . -2 1 1 0) . e .
Fie matricele X (a)=a-A+1,,cu aeR, A= 6 3 I, = 01 si consideram multimea G:{X(a)/a>—1}.
a) Demonstrati cd pentru orice a, be R se verificd X (a)- X (b)=X (a+b+ab).

b) Demonstrati cd G impreuna cu operatia de Tnmultire a matricelor este grup comutativ.

c¢) Calculati produsul X (—lj-X (—gj X (—MJ-X (1)-X(2)-...- X (2018).
2 3 2018



SOLUTIE:

-2 1\ (=2 1) (21
a) X(a)-X(b)=(I,+aA)(I,+bA)=1,+(a+b)A+abA*, dar AZ:( ‘ 3}( . 3}:( ‘ :J:Agise

confirma X (@) X (D) = X (@D 4 D) oottt Ip

b) Inmultirea matricelor este lege de compozitie pe G, deoarece din a >~1 si b>~1 se obtine (a+1)(b+1) >0,

QINCATE A A D AD > =1 oottt st e e et e e ate e s et e e s be e sabeesasbessateeseeensbeenns Ip

Inmultirea matricelor din M, (R) este asociativa iar X (a)- X (b)=X (a+b+ab) arati ciin G inmultirea este

ST COMUEATIVA ..e.utiiiiiiiiiiieete ettt ettt ettt et eat e ettt e bt e bt et e et saeesb e e ae e saeeebae e et e eaneeebeesbeeaseesbeesbeenbeenneenn Ip

I, =X (0)€ G €Ste €lEMENE NEULTU w....ovvvveerereieaceeeeeseeseeseeee st sss st ss et ess et ees st seees 1p

-1 -a
entru a>-1, | X (a =X E G e e e e et ————————aaarrraaaa—— 1

: [x(o] =x(5) :

¢) Cum X (a)-X ( _alj =1, , folosind comutativitatea si asociativitatea, produsul devine .............ccccccccuevuenee Ip
a+

[x (1)-X(—%]HX(2)-X(—%ﬂ-..{x(2017)-X(—%H-X(2018) = X (2018) s Ip

Problema 3.

Considerdm functia f :(0;+0) >R, f(x)= Inx

7
a) Calculati [ f(x)dx
b) Demonstrati cd orice primitivd F a functiei f verificd F (2) <F(3).

¢) Demonstrati cd functia g:(0;+) >R, g(x ‘ f(x

, admite primitive si determinati, din multimea

primitivelor ei, acea primitivd G care verifica G (1) =0.

SOLUTIE:
a) jlnxdx IV (INX=2)F C oo 3p
b) F'(x):f(x)=thx>O pentru x>1, deci F este crescatoare pe (15 +00) .ooovvviuniieiiiiiiiiineeiiiiiiinnnes 1Ip
x
ST ASHIEL F(2) < F(B) teureeeeereireieeeieieei ettt s e Ip
In x
— e 2Jx(Inx—2)+C,, xe (0 1)
o g(x)= = G(X)=9 e Ip
nx [1; +o0) 2Wx(Inx=2)+C,, xe[I; +o)
e
G derivabila, G(1)=0 = Ci=4, G, =4 i Ip

Problema 4.
Rata de descrestere a unei populatii de bacterii de pe o plantd, dupa ¢ zile de la administrarea de insecticid, este datd de

formula B‘(t)=ﬂ, t20. Daca numarul initial al bacteriilor a fost de 8.000, aflati dupa cate zile numarul

(1+0,21)°
bacteriilor va fi cel mult egal cu 500.



SOLUTIE:

1

Q) B(1) = 23000 [ @l oottt ettt ettt er et 2p

) ‘[(1+O,2t)2
(t)=—3OOO-J' 0.2 > t=15'000+c ............................................................................................... 2p

0,2 7 (1+0,2r) 1+0,2¢
t=0 = B(O)=15000+C=8000 =5 C==T000 e Ip
(1)= 13000 0000 € 500 e Ip
1+0,2¢t

Ip

din care t =5





