Ministerul Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului
Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 10 Martie 2012

CLASA a VII-a

Problema 1. Se considerd numere naturale impare a1, ao, ..., ap12-
. v v _ 2 2 2 . .
Demonstrati ca numarul A = \/a1 + a3+ -+ ajyy — 1 este irational.
Gazeta Matematicd

Problema 2. Se considera numerele reale strict pozitive a, b si ¢ cu
proprietatea ca a? + ab + ac — bc = 0.

a) Aratati ca daca doua dintre numerele a, b si ¢ sunt egale, atunci cel
putin unul dintre cele trei numere este irational.

b) Aratati ca exista o infinitate de triplete de numere naturale nenule
(m,n,p) cu proprietatea ca m? +mn +mp — np = 0.

Problema 3. Fie ABC un triunghi ascutitunghic. Se considera punctele
M,N € (BC),Q € (AB) si P € (AC) astfel incat M N PQ este dreptunghi.
Demonstrati ca daca centrul dreptunghiului M N P(Q coincide cu centrul de
greutate al triunghiului ABC atunci AB = AC' = 3AP.

Problema 4. Se considera patratul ABCD si punctul F pe latura
AB. Dreapta DE intersecteaza dreapta BC in punctul F, iar dreapta C'E
intersecteaza dreapta AF in punctul G. Demonstrati ca dreptele BG si DF
sunt perpendiculare.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE-CLASA a 7-a
Varianta 2

Problema 1. Aritati cd oricare ar fi numéarul natural nenul n, numarul |/n + [y/n + 1]

este irational.
(Am notat cu [a] partea intreaga a numarului real a.)
Gazeta Matematica

Solu‘gie. [Vn+ 3] =k, k numér natural, k < /n+3 <k+1 ............ 2 puncte
k— s > 0 e 1 punct
(k——) << (k45 1 punct
R4 <n+k<E +2k+1 1 punct
k2<n+[\/ﬁ+%]<(k}+1)2 ............................................... 1 punct
numarul din enunt este irational ....... ... ... 1 punct

Problema 2. Determinati perechile de numere intregi (a,b) care au proprietatea ca
a® + 2b% + 2a + 1 este divizor al lui 2ab.

Solutie. (0,b) si (a,0) sunt solutii pentru orice a,b intregi .................. 1 punct
(a,b) este solutie daca si numai daca (a, —b) este solutie,

reducere la cazul ab > 0. ... . 1 punct
AP F 207 204+ 1 <2ab oo 1 punct
(@—2D)2 4 (a4 2)% < 2 1 punct
la+2| < f 2,]a —2b] < V2,0 € {-3,-2, 1},

(a,b) € {(—3,—-2); (—3, 1); ( 1,—1)} (dupa verificari) .................... 2 puncte
S1 = {(—=3,~2); (=3, —1); (—1,—1); (=3,2); (=3, 1): (=L, 1)},
Sg:{(a,0)|a€Z}U{(0,b)\b€Z} S =81 US s 1 punct

Problema 3. Fie dreptunghiul ABCD si punctele arbitrare £ € (CD) si F € (AD).
Perpendiculara din punctul E pe dreapta F'B intersecteaza dreapta BC' in punctul P si
perpendiculara din punctul F' pe dreapta E'B intersecteaza dreapta AB in punctul ). Sa
se arate ca punctele P, D si ) sunt coliniare.

Solutie. U —

P FQA = EBC (au acelasi complement, EBQ) . 1 punct

AEBC ~ AFQA (UU.), £5 =55 «+vvovee 1 punct

PEC = BFA (au acelasi complement, ABF )..1 punct

APEC ~ ABFA (U.U.), £€ =22 . 1 punct

D c DC = AB,AD = BC, Zg = ?i = g—g ......... 1 punct
7 E APCD ~ ADAQ (L.U.L)( m(PCD) = m(DAQ) =
| 90°, g—i gi) ................................. 1 punct

Q A B m(PDQ) = m(PDC) + 90° + m(ADQ) = 180°
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Problema 4. Fie triunghiul ABC cum(A) = 80° si m(a) = 30°. Consideram punctul
M interior triunghiului ABC' astfel incat m(MAC) = 60° si m(MCA) = 20°. Daca N
este intersectia dreptelor BM gi AC sa se arate ca (M N este bisectoarea unghiului AMC.

Solutie.

B D c
AM N BC = {D},AD L BC,BE L CM, M € (EC), BE N AM = {A'},
ABAA' isoscel (m(@) = m(m) =10°) e 1 punct
Fie A” cu ABCA” echilateral, C'A bisectoarea unghiului BOA" ............ 2 puncte
C'A mediatoarea lui [BA"], A egal departat de B si A”,
ABAA" isoscel (m(A/BE’) = m(@) =10°) oo 2 puncte
ABAA"'= ABAA” (UL.U), BA'= BA” ... 1 punct
ABDA = ABEC (1.U.), BD = BE,
B se afla pe bisectoarea lui m(m) ....................................... 1 punct



