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CLASA a VIII-a

Problema 1. Fie a si b doua numere reale strict pozitive diferite, cu
proprietatea ci numerele a — vab si b — v/ab sunt rationale. Aritati ci
numerele a si b sunt rationale.

Gazeta Matematica

Problema 2. Piramida VABCD are ca baza dreptunghiul ABCD, iar
muchiile laterale sunt congruente. Demonstrati ca planul (VCD) formeaza
unghiuri congruente cu planele (VAC) si respectiv (BAC) daca si numai
daca unghiurile <V AC si <BAC sunt congruente.

Problema 3. Fie numerele reale strict pozitive a, b, c. Determinati cel

mai mare numar intreg n cu proprietatea ca

1 N 1 n 1 > n ’
ar+b+c¢ a+br+c a+b+cx  a+b+c

pentru orice = € [0,1].

Problema 4. Se considera un tetraedru ABCD in care AD | BC si
AC 1 BD. Notam cu E gi F proiectiile punctului B pe dreptele AD si AC,
respectiv. Fie M mijlocul segmentului AB i fie N mijlocul segmentului
CD. Aratati ca MN 1 EF.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VIII-a - Solutii si barem

Varianta 2

Problema 1. Aratati ca, daca m,n € N*, atunci

m n
Ll #e
n m
Gazeta Matematica

Solutie. Presupunand prin absurd ca exista m,n € N*, astfel ca {@} + {ﬁ} =1

n m
reiese m + o [@] — [ﬁ] € N, deci m + L € N si, simplificand fractiile, putem
n o m n m n o m
Presupune (1M, 1) = 1 oo 1p
Dacéﬁ%—ﬁ:keN,atuncinQ—knm—l—m2:O ............................... 1p
n o m

Din relatia precedentd rezultd cd m | n? si n | m?, ceea ce, tinand cont de (m,n) = 1,
implica m = n = 1. Dar, pentru m = n = 1 expresia din enunt, este egala cu 0, deci am
obtinut o contraditie .. ...... ... 5p

Problema 2. Fie a,b,c € [1,00). Demonstrati ca

avh \/_+C\/a+§§a+b+c.

a—l—b b+c c+a 2

Solutie. Din inegalitatea mediilor avem a + b > 2v/ab si analoagele, de unde rezulta

b b
a\/_+ Ve L ova _\/_+£+£+— ................................... 3p
a+b b+c c+a 2 2 2 2 2

Vom arata ca /a < 2a — 1 pentru orice a > 1. intr—adevér, relatia precedenta este
echivalenta cu (2y/a — 1)(y/a — 1) > 0, relatie evidenta pentru orice a > 1 ........... 2p
\/‘ N Vb Ve 3

—+ = < b
2+2+2 a+o0+c

Din inegalitatea de mai sus si analoagele ei obtinem ca —

2p

Problema 3. Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’. Notam cu M, N si
P mijloacele muchiilor [AB], [BC|, respectiv [BB']. Fie {O} = ANNC'M

a) Aratati ca punctele D, O, P sunt coliniare.

b) Aratati ca MC" L (A’PN) daca si numai daca ABCDA'B'C'D’ este cub.

a) [M N] este linie mijlocie in triunghiul BAC, deci M N || AC si MN = %AC. Cum
AC || AC" si AC = A'C’, rezulta ca MNC'A’ este trapez si ca 49 = X9 — 1 Dacy

0C” T~ OA T 2
notam {O'} = DP N MC’, analog se arata ca M PDC" este trapez si g,—gl, = ML =1
Rezulta ca punctele O gi O’ impart segmentul [MC’] in raport 1/2, deci coincid. Asadar
punctele D, O, P sunt coliniare. ........ ... ... . i 2p

b) Notim AB = 2z,BC = 2y,BB’ = 2z. "M L (A'PN) & C'M L A'N si
C'M 1 DP. Aplicam succesiv teorema lui Pitagora. In AC'BC, AC'BM, NA'BA,



ANA'BN, ADBA, ADBP, ABM N, ADAM obtinem OM? = %C”]W2 = %(4z2+4y2+x2),
ON? = %A’N2 = %(4z2 +42? +y?), OD? = %DP2 = %(43/2 +4x? + 2%), MN? = 2% + ¢,
DM? = 49% + 2%, Din C'"M L A'N rezultd ca AMNO este dreptunghic in O si, prin
aplicarea teoremei lui Pitagora, M N? = MO? + ON? ceea ce conduce la 22 + y* = 22?
(*). La fel, din C'M L DP, aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul M DO avem
DM? = DO? + OM?, ceea ce ne conduce la relatia z? + 2% = 2y* (**). Din (¥) si (**)
rezulta x = y = z, de unde rezulta ca ABCDA'B'C'D’ este cub.

Problema 4. a) Consideram numerele naturale nenule a, b, ¢ astfel incat a < b < ¢
si a®? + b®> = 2. Demonstrati ca dacd a; = a?, ay = ab, a3 = bc, ay = ¢?, atunci
a2+ a3+ a3 = a2 sia; < ay < az < ay.

b) Demonstrati ca, oricare ar fi n € N, n > 3, existd numerele naturale nenule
ai,as,...,a, care verifica relatiile a3 +a2+...+a2 ;| =a’sia; <ay < ... < ap_1 < a,.

Solutie. a) Avem a? + a3 + a2 = a* + a®*V* + V?? = a*(a® + b?) + 0*c? = a®c® + b*c? =

(A2 4 0% = 1p
Apoi a; = a® < ab = ay (deoarece a < b), ay = ab < bc = az (deoarece a < c¢) si
az = be < ¢ = ay (deoarece b < ¢), asadar a; < Gy < A3 < @ge o oeenneiiiai . 1p
b) Pentru n = 3, un exemplu este a; = 3, ay =4, a3 =5 (3 < 4 < 5 5i 32 + 42 = 52).
Pentru n > 4 putem alege a; = 7, ao = 8, a3 = 10, ..., a,_o = 2n. Evident, suma

a? + a3+ ...+ a’_, este impard. Fie N € N astfel ca a? + a3 + ... +a>_, = 2N + 1.
Atunci N > 3. Definim atunci a,,_1 = N si a, = N + 1.

Avem a2 + a3+ ...+ a2 ,+a2 | =2N+1+ N2 = (N+1)?=a’sia <ay <
oo < Up_g < an_1 < a,. Toate inegalitatile sunt evidente in afara de penultima: a,_s <
V2N +1 < N = a,_; revine la N* > 2N + 1, adicd la (N — 1)? > 2, evident adevarat
PENETU N > 3 5p



