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CLASA a IX-a

Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
[2]° + {x}° = 25.

Nota: prin [z] si {x} se noteazd partea intreaga, respectiv partea fractionard
a numarulut real x.

Problema 2. Demonstrati ca, daca a, b, ¢ sunt numere reale strict po-
zitive, atunci

a b c
2a+b+c+a—|—2b+c+a+b+2c
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Gazeta Matematica

Problema 3. Un cerc care trece prin varfurile B si C' ale unui triunghi
ABC taie din nou laturile (AB) si (AC) in N, respectiv M. Luam punctele
P € (MN), Q € (BC) astfel incat unghiurile Z/BAC si ZPAQ sa aiba
aceeasi bisectoare.

a) Aratati ca

PM QB
PN QC’
b) Aratati ca mijloacele segmentelor (BM), (CN), (PQ) sunt coliniare.

Problema 4. Un sir (a,),>1 de numere naturale este crescator, necon-
stant si are proprietatea: a, divide n?, oricare ar fi n > 1. Aritati ci una
dintre urmatoarele afirmatii este adevarata:

e existd un numar natural ny astfel Incat a,, = n pentru orice n > nq;

e existd un numar natural ng astfel incat a, = n? pentru orice n > ns.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a 9-a, SOLUTII SI BAREME

Varianta 2

Problema 1. Determinati functiile strict crescatoare f : N — N cu proprietatea ca

M este un numar natural nenul, pentru orice x,y € N.
1+ f(z+y)
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. . o . 2£(0) . . .
Solutie. Luand x = y = 0 rezulta =0 € N*, deci f(0) # 0. Dar f(0) si 1+ f(0)
sunt relative prime, deci 1 + f(0) divide pe 2, adica f(0) =1........................ 1p
1
Sa aratam ca % =1pentruoricex >1 (%) ...l 1p
N 1
Intr-adevar, in caz contrar am avea M > 2 pentru un anumit r € N* gi
1+ f(x+1)
atunci f(x) + f(1) > 2+ 2f(x 4+ 1) > 2+ 2(f(x) + 1), de unde f(z) < f(1) — 4, in
contradictie cu monotonia lui f ... ... .. 2p
Din (*) rezulta f(x + 1) = f(x) + f(1) — 1 pentru orice x > 1, de unde obtinem
fn) =nf(l) —n+1,Vn, € N* relatie care este valabila i pentrun=0............. 2p
Obtinem astfel functiile de forma f(n) = an+ 1, unde a = f(1) — 1 € N*, care verifica
proprietatile din enunt . ... 1p

Problema 2. Se considera triunghiul dreptunghic ABC, m(£A) = 90° si punctele D
si F pe cateta (Al_?_)_a;stfel incat ZACZ_?j /DCE = ZECB. Aratati ca daca 3@ = 2@
si @ + Cﬁ = 2C'M atunci 1@ =4AM.

Solutie. Relatia Cﬁ—kﬁ = QCT]\Z/) arata ca M este mijlocul segmentului [DE]. Cum
M € (AB), trebuie sa demonstram ca AB =4AM ......... ... ... L. 1p
Alegand convenabil unitatea de masura, fie AD = 2, DE = 3 si AC = 2x. Cu
teorema bisectoarei in triunghiul AC'E, obtinem C'E' = 3x. Folosind teorema lui Pitagora
in triunghiurile ACE, apoi ACD, gasim z =+v5siCD =2v6....................... 2p
Folosind teorema bisectoarei in triunghiul C'D B si teorema lui Pitagora in triunghiul
ABC, avem c& - = %6, respectiv BC? = (54 BE)?+ (2y/5)2. Inlocuind BC = %EBE
in cea de-a doua relatie, obtinem ca BE = 9. ... ... . 3p
Deducem ca AB =14, AM = AD + %DE = %, prin urmare AB =4AM .......... 1p



Problema 3. Fie AD, BE,C'F inaltimile triunghiului ABC si K, L, M ortocentrele
triunghiurilor AEF, BF D, respectiv CDE. Notam cu Gy si Gy centrele de greutate
ale triunghiurilor DEF, respectiv KLM. Sa se arate ca HG; = G1G9, unde H este
ortocentrul triunghiului ABC.

Solutie. Cum FK | AC (FK este inaltime in triunghiul AEF) si BE L AC (BE
este naltime in triunghiul ABC), FK || HE (1)

Analog, EK 1 AB (EK este inaltime in triunghiul AEF) si CF 1L AB (CF este
inaltime In triunghiul ABC), deci EK || HF (2).. ..o 3p

Din (1) si (2) FHEK este paralelogram, deci i + 75 = 75 + ¢ (3)

Analog, se demonstreazi c¢i FHDL si DHEM sunt paralelograme, deci 74 + 75 =

T+ (A ST +TE=TH 4700 (5) oo 1p
Din (3), (4) si (5) rezultd ci 2(7) + 75 + 72) = 378 + TR + T8 + T2 oeveeernnnnn 1p
Cum?"_[;—i-@—i-??:?)@§i@+ﬁ+m:3@,reie562@:@+@ ........ 1p
Astfel, G; este mijlocul segmentului HGs, de unde HG; = GGy ..o ooooovioont 0. 1p

Problema 4. Fie f : R — R o functie. Pentru fiecare a € Z consideram functia
fo: R = R, fu(z) = (x — a)f(z). Aratati ca daca exista o infinitate de valori a € Z
pentru care functiile f, sunt crescatoare, atunci functia f este monotona.

Solutie. Daca functia f, este crescatoare atunci, oricare ar fi x1,x5 € R cu 1 < 2o,

avem f,(x1) < fo(z2), adica a(f(x2) — f(21)) < @of(22) — a1 f(z1) (F) v, 2p
Sa presupunem ca functia f nu este monotona. Atunci f nu este crescatoare, deci
exista p1,pe € R cu py < po §i f(p1) > f(p2) si f nu este descrescatoare, deci exista

G2 ERcuqr < qosi f(q1) < (2) covee 2p
Astfel, daca f, este crescatoare, rezulta din (*) ca

p2f(292) - p1f(p1) Q2f(Q2) - Chf(Ch)
f(p2) = f(p1) fla2) = fl@)

Cum relatia (**) nu poate fi indeplinita decat de un numar finit de valori intregi ale
lui a, presupunerea ca f nu este monotona contrazice ipoteza........................ 3p
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