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CLASA a X-a

Problema 1. Fie f:[0,00) — R o functie cu proprietatea

[f(x) = f(y)] < [sinz —siny],

pentru orice z,y € [0,00). Demonstrati ca f este marginita si periodica, iar
functia g : [0,00) — R definita prin g(x) = = + f(z) este monotona.

Problema 2. a) Determinati toate solutiile reale ale ecuatiei 2* = x+41;
b) Se considera functia f : R — R astfel incat

f(f(x)) =27 -1,

pentru orice x € R. Demonstrati ca f(0) + f(1) = 1.
Gazeta Matematica

Problema 3. Fie sirul de numere naturale (a,),>1 astel incat a, < n,
pentru orice n > 1 si

pentru orice n > 2.
a) Aflati as.
b) Determinati termenul general al sirului (ay)n>1 In functie de n € N*

Problema 4. Fie a si b doua numere rationale astfel incat numarul
complex z = a + @b sa aiba modulul 1.

Aritati cd modulul numarului complex z, = 1+ 2+ 224 - + 2" ! este
un numar rational pentru orice n impar.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a 10-a
Solutii si barem de notare

Problema 1. Sa se afle z pentru care
logy (2% +4) —logyx + 2* — 4r +2 = 0.

Solutie. Avem x > 0 si ecuatia se scrie echivalent

4
log, (:L'+E) =2 (v —2)°

......................................................................... 3p
Cumx—i—ﬁ22./1’6:4,ob§inemlog2(x+%)22 ................. 2p
Pe de altd parte, 2 — (2 — 2)2 < 2. . it 1p
deci ecuatia are solutia unica x =2............. .. 1p

Problema 2. Sa se arate ca numarul

%/2018 + V2017 + %/2018 — V2017

este irational, pentru orice n > 2. Gazeta Matematica
Solutie. Sa presupunem ca, pentru un anumit n, numarul este rational.
Notdm a = v/v/2018 + v/2017,b = {/v/2018 — v/2017. Atunci a + b € Q si
D = L. 1p
Daca s = a® + V¥, atunci (s;,)x>o verifica relatia de recurentd

Spy2 — (@ 4 b)Spy1 + 5, =0,

pentru orice k 2 0. o 3p
Cum sp =251 51 =a+b € Q, deducem ca s, € Q, pentru orice k. ... 2p
In particular, s, = 2v/2018 € Q, contradictie ........................ 1p

Problema 3. Fie a,b, c numere reale, astfel incat 1 < b < ¢? < a'?, si
log, b+ 2log, c + dlog,.a = 12.
Sa se arate ca
2log,c+bHlog.b+ 10log, a > 21.

Solutie Fie x = log, b, y = 2log, ¢, z = 5log.a. Din ipoteza rezulta ca
Ty, 2> 081+ y4 2= 12 1p
De asemenea, obtinem xyz = 10log, blog, clog.a =10............ ... 1p
Din b < ¢* deducem 2log, ¢ > 1, iar din ¢® < a'® rezultd 5log.a > 1,
asadar y,z > 1, deunde x < 10 . ...t 2p



Sa observam ca

10

2log, c+5log.b+10logya =azy+az+yz =x(y+2)+yz =x(12 —z)+ —
x

......................................................................... 2p
Inegalitatea 2(12 — x) + &2 > 21 este echivalentd cu (z —1)?(z — 10) < 0,
evident adevarata .......... .. 1p

Problema 4. Fie n > 2 un numar natural. Sa se determine numerele
complexe z care verifica relatiile

a) 2"+ 2" 224 |2 =

b) [2|" P+ 2" 2+ .+ 22+ 2 = n2"

Solutie. Observatia ca din enunt, rezulta n > 2 nu se noteaza.

Din conditia a) deducem

n= "+ 2 < et T 2R 2,

deunde |z] > 1. oo 2 puncte
Din b) deducem

nlz[" <zl 4+ 2P 4 [T < T2+ 4 2

.................................................................. 2 puncte
Sl apol 2] = 1. 2 puncte
Introducand in b) ajungem la o contradictie ................... 1 punct



