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CLASA a XI-a

Problema 1. Pentru un numar real a > 1 dat, consideram sirul
(n)n>1 definit prin 21 = a si

T+ To+ + Tptl = 122 Tt

pentru orice n > 1. Aratati ca sirul este convergent si determinati limita sa.
Gazeta Matematica

Problema 2. Fie matricele patrate A, B de ordin 3 cu elemente numere
reale astfel incat AB = Os.

a) Demonstrati ca functia f : C — C data de f(z) = det(A%2+B?>+2BA)
este polinomiala de grad cel mult 2.

b) Demonstrati ca det(A? + B?) > 0.

Problema 3. Fie n € N* gi matricile A, B € M, (C) cu proprietatea
ci A-B?>=A-B.

a) Aratati ca matricea I,, + B este inversabila,

b) Aratati ca AB = BA.

Problema 4. O functie f : R — R are proprietatea F daca pentru
orice a € R exista un interval (b,a) astfel incat pentru orice = € (b,a) sa
avem f(z) < f(a).

a) Dati un exemplu de functie cu proprietatea F nemonotona pe R.

b) Aratati ca daca f este continua si are proprietatea F, atunci f este
crescatoare.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



CLASA a XI-a, varianta 2

Problema 1. Aratati ca, daca n > 2 este un numar intreg, atunci exista matricele inversabile
Ay, Ay, ..., A, € My(R), cu elementele nenule, asa incat A7+ A . AT = (A +Ax+. . +A,)?

Gazeta Matematzca

Solutie. Egalitatea este echivalentd cu (A; + Ay + ...+ A) (A7 + AP+ .+ A =1, ... 2p

Vom lua A; = A, Ay = ... = A, = B. Cerintadevine I,+(n—1)AB™'+(n—1)BA '+ (n—1)I, =

I,. Notand AB™! = X, cdutdm X astfel incat X + X '+ (n—1)I, = 0, sau X%+ (n—1)X + 1, = 0,.

Astfel, putem lua X = (_11 n_—l—nl

Pentru acest X putem lua A = (1 ;), B = (—Qn -1 3= 2) ......................... 2p

Problema 2. Consideram multimea M = {(CCL b) € My(C) | ab= cd}.

a) Dati exemplu de matrice A € M astfel incat A% € M i A9 € M, dar A*18 ¢ M.

b) Aratati cd, daci A € M si existd numarul intreg k > 1 astfel incat A¥ € M, AF*l € M i
Ak2 € M, atunci A" € M, oricare ar fi numarul intreg n > 1.

Solutie. a) Luam A € M astfel incat A% ¢ M i A2+ A+ I, = 0y, deci A® = I, = AP € M,

AT = A e M si A28 = A2 ¢ M. Un exemplu este A = ( 13/2 \/§> ...................... 2p
b) Din teorema Hamilton-Cayley reiese recursiv ca exista a, 3 € C astfel incat A2 = oA + B15.
Daca A = (CCL Z), obtinem (aa + B)ab = ac(ad + ), de unde af(b—c) =0..............o.... 1p

I[) Daca b = ¢, atunci A = (Z Z) sau A = (0 d)’ in ambele cazuri A" € M,Vn € N*... ... 1p
I1) Daca b # ¢, atunci a = 0 sau 3 = 0, A¥*% = BI, sau A**? = @A si analizam in functie de
d = det(A).
I1.1) Dacd § =0, atunci A € M si A™ = (tr(A))" 'TAe M pentrun>2..................... 1p
1 1
I1.2) Dacd § # 0, atunci A™! = BAkH, B #0sau AP = —A¥ o # 0, deci A7' € M. Cum
a

1 —
A7l = 5 (_dc ab), obtinem bd = ac, iar ab = cd duce la b(a+d) = c(a+d), deci a+d = 0. Aceasta

c" 0
n par, sau la a = —d # 0, de unde b = —c gi A? = (a® — V*)"[,, A>" = (a® — V*)"A; in toate
cazurile reiese A € M, VN € NX L 2p

. . b" i ) b"
duce mai departe la a = d = 0, caz in care A" = 0 O) pentru n impar si A" = ( c%) pentru

Problema 3. Fie sirul (a,),>1 cu proprietitile a,, > 1 i a? 41 = QpQpqo, oricare ar fi n > 1.
Aratati ca girul (z,),>1 dat de z,, = log, ans1 pentru n > 1 este convergent si calculati-i limita.

Solutie. Din ipoteza reiese 2 > log, . an +1og,  Gnio = i X1 (F) 1p
Deducem .1 <2 — ﬁ < x,, deci sirul (x,),>1 este descrescator ....................oo.... 2p
Cum sgirul are termenii pozitivi, rezulta ca el este convergent catre o limita x................ 2p
Trecand la limita in (*) obtinem (z —1)2 <0, deci &= 1......cooiiiiiiiiiiiii i 2p

Problema 4. Fie a < bnumererealesi f : (a,b) — R o functie astfel incat functiile g : (a,b) — R,
g(x)=(x—a)f(z) sl h:(a,b) > R, h(z) = (x — b) f(x) sa fie crescatoare. Aratati ca functia f este
continua pe (a,b).

Solutie. Fie a < ¢ < b. Pentru o € (c,b) avem g(z) > g(c) si, cum z —a > 0, f(z) > =% f(c).
Apoi, din h(z) > h(c) si 2 — b < 0 rezulta f(z) < 2= f(c). Deoarece 31613'1: =2 = il{)l’(l:—b =1,
criteriul clegtelui, deducem li{‘n F@) = () e 5p

folosind

Analog obtinem li;n f(z) = f(c), deci functia este continua in orice punct ¢ € (a,b) ......... 2p



