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OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
25 FEBRUARIE 2018
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE DE CORECTARE

Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
maxim corespunzator.

Clasa a IX-a
Subiectul 1

Fie x,y,z >0 astfel incat xy+ yz+zx =3. Sa se demonstreze inegalitatea:
V1+x* + \/l+ y* ++1+2* =32 . Cand se realizeazi cazul de egalitate?

*k*x

Barem:

V1+a* >2a (V)aeR (inegalitatea mediilor) ............eooeeeeeeee e, 1p
atunci 1+ x* + \/1+ v 1+ 2% >2(x+ y+2), (V)X Y, 2>0(1) (cu egalitatea numai
PENEIU X = ) = Z = L)t 2p
Mai mult, cum

X +y*+22 2 xy+yz+2x,(V)x y,zeR, cuegalitate numai pentru x=y =2, ..................... 1p
avem ca:

(x+y+ z)2 >3(xy+yz+2x),(¥)x y,zeR, cuegalitate numai pentru x=y=z (2).......... 2P
Din (1), (2) si ipoteza rezulta cd inegalitatea cerutd este demonstratd, egalitatea avand loc numai
PENEIU X = Y = Z = e -1p
Subiectul 2

Sa se rezolve in mulfimea numerelor reale ecuatia: ‘[X - 2017]‘ + DX — 2018|] =1.

Am notat cu || si Cu[.] modulul, respectiv partea intreagd a unui numar real.
Prof. Pepino Dinca
Barem:
Notam x—2018=y.
Obtinemed |[y + 1][ + [Iyll=1 = [[y]+ 1|+ [ly[I=1 *)
Dar[|v[1= 0=yl €{0,1] .o, 2p
Cazul 1)
[(ylI=0=1lyl€[01)=ye(-11)
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Pentruy € (—1,0) = [y] = —1 = 0 + 0 = 1, deci NU este verificati relatia (*).
Pentru y € [0,1) = [y] = 0 si este verificata relatia (*),

=[x —2018]=0=x €[2018,2019) ..., 2p
Cazul 11)

[vll=1=|vl€[1,2)=ve(—2,-1JU[L2) ... 1p
Pentru v € (—2,—1) = [y] = —2 si relatia (*) de mai sus NU este verificati.

Pentru y = —1, relatia (*) de mai sus este verificata.

Decix — 2018 =—1 = x = 2007 .. Ip
Pentru y € [1,2) = [y] = 1 = relatia (*) de mai sus NU este verificata.

Asadar, x € Solutie = {2017} U [2018,2019) ..ot ,....Ap
Subiectul 3

Pe laturile triunghiului ABC se considerd punctele M €(AB),N €(BC)si P e(CA) astfel incat
AM K BN . CP

2B c BC =|si — =m. Sa se arate ca centrul de greutate al triunghiului MNP apartine
medianei din A a triunghiului ABC daca si numai daca 2l =k +m. .
Barem:

Fie G si G, centrele de greutate ale triunghiurilor ABC si MNP .

Avem GG, = cM +C;N TGP cum GM =(1-k)GA+kGB, GN =(1-1)GB +IGC si
G—F; = (1— m)G—C + m(ﬁ rezulta ca G4Gi = (m _ k)GA+ (k _;)GB il (I _ m)GC e dp
Folosind faptul ca GA+GB + G—C: 0 oo T TTIIIITI 1p
deducem ca ®=(2k_l_m)GB;(k+l_2m)GC ........................................................ 1p
Vectorii G—Gi si AG sunt coliniari daca si numai dacd 2K —l —m=Kk +1 —2m, deci daci si
NUMAT dACE 21 =K Moot 1p

Subiectul 4

Sirurile (a,) _si (b,) , sunt definite prin:a, = 2018, b =2017, iar

a,, =2018a, +2017b, -1, Yn>1, b, =2017a, +2018b, +1, Vn >1. Sd se calculeze b,;, —a,y,-
(G.M.10/2017)
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Barem: Prin scaderea relatiilor avem

bn+]_' an+1:bn‘an+2 y Vn 21 ........................................

Folosim relatia de recurenta si scriem:
b,- a,=b;-a;+2
bs- az=h,-a,+2

bn+1' an+1:bn'an+2, Vn 21 ...........................

Prin adunarea relatiilor membru cu membru
si reducerea termenilor,avem relatia:

bn1- ape1= b1-a1+2n-1, vn>1 ...,
b2017-a2017=4031 .....................

Finalizare:
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
25 FEBRUARIE 2018
SOLUTII S BAREME ORIENTATIVE DE CORECTARE

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
maxim corespunzator.

Clasa a X-a
Subiectul 1
Sa se arate cd daca x € (0,1)si y €(0,1) atunci log, 2y +log, 2y >2.
X+Y X+Y
Prof. Valentin Radulescu
Barem
2xy —
x+}F£*"'lx' . e 1lp
log, = = X141 1
08y 23 (1+108,3) v 1P
2xy 1
log}_m = 3 [l + log}_x) SPOUROR &
1
log,. v+ RN
log, ¥
2xy 2xy 1 1
lcrgxx +}T+ lng}_m =1 -I-E[lcrgx}r +log,x)=1 -|-E- 2= 2 e 2D
Subiectul 2

Z,+2Z Z,+12 Z+Z|
1 7% (ST BT A g

Fie z, z,, z, € C astfel incat |z,|=| z,|=|z|=r, r>13i
Z122 ZZZ?: Z3Zl

Arataticdz, =z, = z,.
Prof. Ion Gusatu
Barem:

Egalitatea din enunt se scrie echivalent
1 1 1 7
|;+ =+ ;| =3 & |zyz, + 2,25+ 247, | = 3r® S|z z, | 4 lzozg| Flzzy [ =305 L 4p

Obtinem r= 1dar = 1 = 1 = L Ip
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1 _ .
In acest caz — = z,cu I1=1,3=
=

L

i+ +5l=3= syt tzl =3darlzy| = |zl =zl =1 =2z =z =z 2p

Subiectul 3

x2+x+l) Iogn(x2+x—1)

Sa se rezolve ecuatia: 117 +2=13 : Prof. Ton Gusatu
Barem:

Din conditiile de existenta avem

XE (—00, _1:“5) U (_1f = 00) .............................................................................. 1p
Notam log,;(x*+ x +1)=tsi log,,(x* + x — 1) =u de unde obtinem:

X L = 130 AL A e, 1p
Scazand cele doua relatii rezulta 11* + 2 = 137 jar din ecuatie 11°+ 2 =13% ... ............. 1p
Aceste doua relatii ne conduc la egalitatea 1174+ 13° = 11* +13% _........................... 1p
Cum functia f:R—=R ,f(x) =11* + 13* este strict crescatoare avem f este injectiva. ............... 1p
Deci , din f(t) = f(u) rezulta t=u rezulta 11* + 2 = 13* @(ﬁj” + 2(%)” = 1 cu solutia unica
UL Ap
Revenind la notatia facuta obtinem : x*+ x — 12 = 0 cu solutiile X=-4 X=3................... 1p
Subiectul 4

Sa se rezolve ecuatia: IJ7x-6 +§/X2 -10x+8 = §/X2 —3Xx—-6+2.

G.M.
Barem:
Fiea=y7x—6,b = VxZ—10x+8,c = Va2 —3x— 6. ..ooooiiiiiiiiii e 1p
Avem atb=c+2 si a® + b®* = x* —3x +2 = ¢? + 8,deci 3ab(a + b) = 3c- 2(c + 2). De aici
SDCH2=0 SAU ADT2C. ottt .2p
Daca c=-2,atunci ¢*+8 =0 si x*—3x+ 2=0 cu solutiile x, =15 x,=2............ Ap
Daca ab=2c, cum atb=c+2,rezultaa=2,b=c sau b=2,a=C ..........ccceceiiiiiiiiiiiiii, Ip
.In primul caz regasim solutia x=2, iar in al doilea caz obtinem x; =0 si x, = 10.............. 1p
Deci xe {0,1,2,10}
................................................................................................................... Ip
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
25 FEBRUARIE 2018
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE DE CORECTARE

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
maxim corespunzator.

Clasa a Xl-a
Subiectul 1
1 0 O 1 00
Se considerd matricile A=| 2018 1 2017 |sil,=|{0 1 O|.
0 0 1 0 01

a) S se demonstreze ca imaginea, Im f,a functiei f:N" >R, f(n)= det(nA— A”), este multimea
numerelor naturale, cuburi perfecte.

-1
b) Sa se arate ca matricile (21, —A)si %(BI3 - Az) sunt inversabile si (21, — A)_1 = {%(3% ~- A )} :

Prof. Pepino Dinca

Barem:
a)
1 0 0 1 0 0 1 0 0
A*=12-2018 1 2-2017|=2(2018 1 2017 |—({0 1 0|=24-1,
0 0 1 0 0 1 0 0 1
AP =3A — 25 e, Ip
A" = nA— (n— 1)I; (inductie Matematic)..............ceevivvviieeeeeeeiiiiieeeeeeeeiiee e 2p
det(nA — A™) = det((n— 1)I;) = (n— 1)?
Fie @ € I un cub perfect. Atunci 3k € Mastfel Incat @ = K=.....ooooiiieeeiiiiiee Ip
(n—1)*=k®*=n=k+ 1, deci multimea valorilor functiei acoperd multimea tuturor
numerelor naturale, Cuburi Perfecte. .........ooviiii i Ip

b) avem relatia obtinutd prin rationamentul de la punctul a), nA — A" = (n— 1)1,
VneNn=2
Al — A" )=l —A" DA = (n— 1),
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pentru n=2 si n=3 avem ci A(2Ib—A)=(2,—-A)A=1;, respectiv
1 _ Al =2 _ A2 —
A[z (3, — A )] — [2 (31, — A ]]A -y

-1
_ 1
Din ultimele relatii obtinem concluzia: (213 — A) ™! = [5 (31, — A7 )] =A ... 2p

Subiectul 2

n(ewsg (o] ol ol o{omi)”

Calculati lim

o 1
~ cos=—1
n
Prof. Pepino Dinca
Barem:
~ l ~
Notdm X;;, = COS—, X, = 1,dacd?n — 0. 1Ip
n
Notam

In(exy Nnle(xy )% ) Inle (xy )2 ) Inle ()21 8) -1 .
xp—1

lim In(exy ) Inle(xy)?) Inle (xy)? ) Inle (xy )*°1 %) —Inle oy 2% %) +inle (), )20 %) -1
n—co -

Lygie =1lim,

xp—1
lim, ., In{e ey )22 ¥ ) Inlexy, Jin(e(axy ) Inle (xy )2 ) Inle (x, 1701 7)—1] +
Xrt_l
lim,__, Inlelx, )2018)—1 — lim,__, 1-[Inle 2, Nnle (2 2 nle () 3D Inle (2, 12917 )—1] "
xn_l .x-n_l
. Inlelx, )2018)—1 . In(e (x,, 12918)-1
. 1+20181nx,—1 . Inlley—1)+1]
.x-n_l =00 .x-n_l
..................................................................................................................... 4p
. (lnxp)-1
Laoss = Ly +2017-2018 = lim,,_, =%~ + 2017- 2018 =
xp—
. | —-1}+1
lim, ... 22224 90172018 = 1+ 2017- 2018 = 4070307
xp—
..................................................................................................................... 2p
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Subiectul 3
Fie (an) , un sir de numere reale pentru care existalimn-a_ , € R si care satisface relatia
n—o0

1-(n-1)-a, 1+n-a .

(n-1)-a, = "L VneN, n>2. Calculati a,,.
1+(n-1)-a, 1-n-a,,

Prof. Pepino Dinca

Barem:

M-(—1-a,J[l1—n-a,,;]=[1+n—-1)-a,][l+n-a,,;,VnENNn=2

Dupa calcul si reducerea termenilor asemenea obtinem ca

NGy =—M—1)-a, VRENN=2. ... 2p
Notim b, =n-a,,; = b, = —b,_ l,VnEN n=2

Apoi, iterand = b, = —b,_, = —(=b, ,) =b, ,, VNENNn=2.................... 1p
Obtinem asadar cd sirul (b,), este un sir periodic de perioadd 2 si conform ipotezei
Jdlim, . n-a,,,€ER=3lim, b, FbeER. ... Ip
Aceasta inseamna cd sirul (b,,),, este sir constantsi b, =lim,,__ b, #Fbh ER................ 1p
Intr-adevir, din periodicitatea sirului avem ca b, ;5 = b,,, VR E N, VE € N.................. Ip

Trecand la limita dupa k — oo, obtinem ca limy, ., b, -, =limy__. b, = b, = b, Vn e N
Dlnbn bnl:b—_b:?b_ﬂ:?n ﬂm_l DVHEN::'ZUI.? 32019—{]

Obtinem ¢ @sg1a = D irniiei Ip
Subiectul 4

a b c
Fie a, b, ceZ, nu toate nule si k € Z. Demonstrati ca daca determinantulkc a b|=0, atunci

kb kc a
k este cub perfect

G.M. 11/2017

Barem:
A2+ KD® K202 —3RADC = 0o, 1p

Folosind relatia de mai sus si identitatea
P +yi+zP—3xyz=(x+y+2) i[lf)r:—y)2 +(y—2)* + (z—x)?],

undepunem @ = X, VED = ¥, VKZC = Z,. oo 2p

vom avea doua cazuri:
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XxX=y=z<a= Vib = Vkc si din motivul ca a, b, ¢, nu sunt toate nule, iar Vi,
W, nu pot fi irationale, obtinem cd numarul intreg k este cub perfect............................... Ip
) { a+Vkb+Vk2c=0|(b)
"Na+ kb + VRZc=0] - (-¥F) "
—ke—Vka—3k2b=0|(Cc)=
{ ab + Ykb? + YkZbc = 0

—ke? —Vkac— VkZ2bc =0
Prin adunarea ultimelor relatii = (ab — kc?) + VEMDE —ac) =0 2p
Daca numirul k nu este cub perfect, atunci 3k € R\@ si obtinem ab — kc? = b2 —ac = 0,

3
si din faptul cd @, b, ¢ nu sunt toate nule, avem ca (—) = k, deci si in aceast situatie, k este cub
c

DI O .o, Ip
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
25 FEBRUARIE 2018
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE DE CORECTARE

Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
Maxim corespunzator.

Clasa a Xll-a

Subiectul 1

Determinati primitivele functiei f :R > R, f (X) =arcsin — 1
X"+

Prof. Emil Ciolan
Barem:
Functia f este continui pe IR, deci admite primitive pe R.

/
jf(xﬁx:Iamxm—ég—dx:jxﬂamxm—éngx:xamﬂn fx —jx(amﬁn fx de
X“+1 X +1 X +1 X“+1

................................................................................................................... 1p
2
————, X€ (—oo,—l)
X +1
/
Cum | arcsin . _ 22 Xe (_1, 1) deducem ca primitivele functiei sunt de forma:
X* + X“+1
2
—— 1 XE (l,oo)
X“+1
xarcsin — -+m(%44)+cyx6(—w;4)
X“+1
k, x=-1
F(x) =] (x)dx =4 xarcsin————In(x* +1)+¢,, xe(-L1) oo 2p
X“+1
k,, x=1
xarcsin———+In(x* +1) + ¢, x e (L)
X“+1
Tn continuare impunem conditia de continuitatea a functiilor F n punctele Xx=-1si X =1.
; . ) V4 T .
Obtinem: K, = lim F(X)= lim F(X),deCI k,==+In2+c,==-In2+¢,si
’ x/-1 xN\-1 2 2 ’
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1 P . T T X
kg:|)(l}T}F(X):|)(I{EF(X),&d103 kz:E_lanFCz:E+|n2+CS.N0tand ¢,—ceR

deducemcd €, =C—2IN2 i C;=C—2IN2... .o 2p
Prin urmare,
xarcsin———+In(x* +1) - 2In2 + ¢, x & (—o0,~1)
X°+1

z—In2+c,x=—1
2

F(x) =+ xarcsin —In(x2+1)+c, xe(-11) e, 1p

x2+1

z—In2+c,x=1
2

xarcsin—— + In(x2 +1)— 2In2+c, xe (L)
X +1
Se verifica imediat ca functiile F sunt si derivabile in punctele X=—1si X=1................. 1p
Subiectul 2

Fie f: (O, oo) — R o functie care admite primitive. Demonstrati c¢i functiag : R —> R,
g(x)=f (2018") admite primitive.
Prof. Emil Ciolan

Barem:
Fie F oprimitiviaafunctiei T ... ... ... 1p
F(2018")
Functia G:IR — IR definiti prin G (X) = T este derivabilape R................... 2p
() 2018"F'(2018")- 2018" In 2018 - 2018" In 2018F ( 2018")

X)= =

si 2018 2p
= £(2018")In 2018 - G(x)In 2018
1 1
Prin urmare, f (2018") =G (X) +——G/ (X) si, cum functiile G (X) si G’ (X) admit
2018 2018

primitive, rezulta ca functia g admite primitive. ... 2p
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Subiectul 3
Fie (G,-) un grup cu proprietatea ci functiile f :G -G, f (X) =x*si g:G—>G,

g(x)=x" sunt endomorfisme ale lui G . Sa se arate ca (G, -) este grup abelian.
Prof. Emil Ciolan

Barem:
f:GoG, f (X) = x* endomorfism implicd (xy)3 =x’y° si (yx) =y 1p
(yx)3 =y’ = y(xy)2 x=yx= (xy)2 =YX e L, 1p
3
(Xy) =Xy’ — Xy = Y2y = Xy? = yAxE, WX,y €G (%)
()" =(xy) xy =y (xy) = y*°y
.................................................................................................................. 2
0:G6->G,g (X) =X endomorfism implica (xy)5 =Xy’ = (Xy)S(Xy)2 =x’y° p
= x?’y"'(xy)2 =Xy’ = y3(xy)2 =X°Y°, XY EG (%) oo 1p
Dar, in baza relatiei (*), avem y3 (xy)2 = (xy)2 y3 , VXY EG  (%%) 1p
Relatiile (**) si (***) conduc la X’ y5 = (xy)2 y3 sau, inca, x2y5 = xyxy“, de unde , prin
simplificare, obtinem Xy =YX, VX, Y €G . ..ot 1p

Subiectul 4
Fie G un grup finit de ordin N. Aratati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente.

a) Ecuatia X° =@ are solutiiin G, pentru orice a € G.

b) N este numar impar.
G.M.B 6-7-8/2016

Barem:
a) = b) Presupunem ci N este numdr par. Existi a € G — {e} astfel incat a° = e, unde

e este elementul neutru al grupului G . Conform enuntului, functia f :G —> G, f (X) =X’ este

surjectivd si, cum G este multime finitd, rezulti ci f este injectivi. Din € = f (e) = f (a)

rezultd cd @ =€, contradictie. Prin urmare, N este numar impar. ..............coovviiiiiininnnennn S5p
. . 2k+1 < ~2k+2 .
b)=a) Fie n=2k+1, keN si acG.Cum a™" =e rezulta 2™ =a, deci
2k+1)? . .2 o n .
(a ) = a. Prin urmare ecuatia X" =& are solutii in G, pentru orice aeG................. 2p
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