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Noti: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect

. S€ puncteazi de la 0 la 7 puncte.
Pe foaia de concurs se trec rezolviirile complete. Timp de lucru: 3 gre.

L. Aratati ca, daci al,az,a3,a4,bl,b3,b3,b4, sunt numere reale si
ay @ 0 0
A=[”l ﬂz} B=[bi bz), o=l % 9 0 :
a; a, by b, 00 O b b
N0 by b,
atunci rang(A)+rang(B) = rang(C’).

a b ! 3
2. a) Aratati ca, daca a,b,c,d sunt numere reale, X :(c ] si "(X)=a+d. atunci

X° —tr(X)X +det(X)1, = O,

b) Aratati ca daca A,Be M,(R), (4+ B)AB+ BA)=(AB+ BAY A+ B) si tr(A)=1r(B),
atunci AB= BA.

€) Aratafi ca daca 4,BeM,(R),

(A + B*)Y(AB+ BA) = (AB + BA)(A> + BY)
ir°(A) = tr*(B), atunci AB=BA.

Si

3. Vom spune ca o functie f:(l,4+9) —> R creste foarte lent daca este strict crescatoare,
lim f(x)=+0 si lim (f(2x)—f(x))=0.
o oy ' te foarte lent
1 exemplu de functie care cres . ik n
:; Ef;tati ca Zacé f este o functie care creste foarte lent, atunci lim (f (nx)— f(x))=0,

X—0

pentru orice numdr natural n2>2. f

H‘. ) 0 -
i od, daca el atunct Lt o (1)
: £ W Arataf ca
; St incat lim n| —/—-1|=1.
b) Fie (aﬁ) | un $lf de numere strict p{)ZlUVe gteel Inc n—o \ d .
"z

a, 0.
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Nota: Fiecare subiect S€ puncteazi de la 0 1a 7
intregi. Orice alt

puncte. Se acorg
i rezolvare se asimileazj conform baremului.

C
SOLUTH SIB

A numai punctaje
Enunt subiect 1, autor **=*

Ardtafi ca, daca A, a3,a,,b,b,, by,

b, , sunt numere reale gi

. a, (253 0 0
ate.info.ro A=(al azJ B=[bl 62] c=|% @ 0 50

<\_ profu’ de inate a a, ) biva, ) 0 ot 5 B
IS

atunci rang(A4)+ rang(B) = rang(C).

Detalii rezolvare

Barem
asociat

det(C) = (qya, ~ a3 Nbby —b,by) = det( ) det(B)
Dac3 4 5i B au rangul 2, atunci C are rangul

4 i egalitatea se verifica

a4 a, 0
Daca rang(4)=2 si rang(B) #0, iar b

=1. atunci, de exemplu, b, =0, a; a, 0

0 0 iy
det(C) =0, deci rang(C) = 3; analog daca rang(A4) =1, rang(B) =2

i 0, iar lk
Daca A4 si B au rangul 1, atunci, de exemplu, a; #0,b =0, deci - =0, 3

\
cei 4 bordati de ordin 3 ai acestui determinant sunt nuli si, deci, rang(C) =2 |
Daca rang(4)=0, atunci a,=a,= a3 =a,=0 si, evident, rang(C)= rang{B)W .

Ip |
analog daca rang(B) =0

{ 1 12017
Enunt subiect 2, autor Nicolae Bourbdcut (SGM 12/2017) N T
a) Aratati ca, daca a,b,c,d sunt numere reale, X =(C y sl tr 3

(X)X +det(X) ], =0, . .

" ”:)X)Arétati : céz daci A,Be M,(R), (A+B)(AB+BA)=(AB+BA)(A+B) s
tr(A)#tr(B), atunci AB= BA. : Tk
4 c) Aratafi ca daca A4,B e M,(R), (Az + Bz)(AB+ BA) = (AB+ BA)(
1r(A) #r*(B), atunci AB=BA.

Baremj
Detalii rezolvare \\ asozc;at
é) Veriticim prin calcul direct
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.._l."L.!E‘_).IL"?_-*_l__ducr: la 4% !;:-_H?; - J?_l"_riﬂ'!

e > _‘—‘—“—'———————.—-—_._—._,__' AL
Din a) 4% = 44 taly, BE=pp, Aly sirvezula (-
ceringa

= Ip
‘}‘}( Al — Al 2, de unde

©) Avem (ad+pz 4 (ex + )7
Procedand ca la b), (42 — 52
— R0 (T

Ip
2NAB+ BA) = (

NAB - BA) = O

/ﬁ}“-r ;‘f:')l.:‘l,"‘l v bz |-{u =LY s apoi,
h . de unde concluzing p

—

Enung subiect 3, autor **=+

Vom Spune cii o

funcgie S i, +0) —3 R cres
lim f(x) =
X=pon

* le A este stricy Crescilonre,
+o0 gi hr;n (S(2x) =f(x))=0.

@) Dafi exemplu de functie ¢

are cregte foarte lent,
b) Aratati ca daca i

€ste o functie care creste foarte lent,

atunci lim (/(nx)— £ )
X By
pentru orice numair natural n=2,

0,

Detalii rezolvare

\_lh\rcm

asociag

a) Pentru f(x)= In(Inx) avem In(In2x)—In (Inx)= ln(l+-‘l—tﬁ] — Inl 2p
nx )x—swo

b) Existd peN astfel incat 27 > p

Y
Avem

O< /)~ £(2) < £(222) - fx) = (£@Px)- r27x)
Deoarece limita fi
drept este 0 si,

)+ (f@0) - £(2) \ g

ecdreia dintre cele p paranteze este 0, limita la +o a membrului \ 2p

din teorema clestelui, rezulta ci limita ceruti este 0

Enunt subiect 4, autor George Stoica

n!
. 1 1 =0
%) Aratati &, daca a>0, atunci lim (+a)2+a)(3+a)...(n+a)

- a ! At ot
b) Fie (a,) 1 un sir de numere strict pozitive astfel incat lim n{ - }- 1. Aritati
nz

n—w a
ate.info.ro
ca a, -0,

B ]

FRLAG M’dﬁm

n+l

iy Barem
/ Detalii rezolvare soen
1 1
n! & &
o : N eia bl %
a) (1+a)2+a)3+a)...(n+a) (14_%)(1_'__;_]_”[“_;] 1+1+2+_”+n
: I : )— luzia reiese din teorema clestelui 1p \
im| —+—+—+...+4— |=00, conc
Deoarece Jlm ( > z
1 uyi _ 1 2p
& 2 Ny, Sau <
b) Exista n, astfel incét n s el o2, & niip
n+l
(g +1)...n a, — 0, conform a) 2p
Prin inmulfire obfinem a,,,, <

(ny + 1V2)(my +3/2)...(n+1/2) ™
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