O PROPRIETATE DE FASCICUL
CONCURENTA TEOREMEI MENELAUS

de Silviu Boga, profesor, lasi

INTRODUCERE

Scopul acestui tutorial este de a scoate din anonimat o proprietate geometrica la
prima vedere banala dar care, dupa cum lesne se va observa din exemplele ce o
urmeaza, ascunde calitati de unealta de rationament demne spre a o inscrie in randul
teoremelor remarcabile din geometria elementara.
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Teorema 1: Fie(a; b; c) fascicul de trei drepte coplanare distincte si incidente intr-un
punct O iar (d,) si (d,) doua transversale care le taie in punctele A, B,C,ed, si
A,, B,,C,ed,. Atunci are loc relatia

AB, OC, AB, OC, sin(ab)

AC, OB, AC, OB, sin(a;c)
in care prin (a;b), respectiv prin (a;c), se intelege masura unuia din unghiurile
determinate de dreptele specificate prin notatie.

Demonstratie: Se aplica relatia sinusurilor in AOAB, , respectivin AOAC,, (fig. 1) din
AB, OC, _ s!n(a;b). Analog AB, OC, _ s!n(a;b)
AC, OB, sin(a;c) AC, OB, sin(a;c)
enuntul teoremei este astfel demonstrata.

care este imediata si relatia din

Fig. 1

Observatii:

1. Cum ordinea este nesemnificativa, proprietatea enuntata se manifesta totodata si
prin relatiile analoge:
BA OC, B,A, OC, _sin(ba)
BC, OA B.C, OA, sin(bc)’

respectiv
CA OB, C,A, OB, _sin(c;a)
CB, OA, C,B, OA, sin(c;b)
2. Relatiile de mai sus raman valabile indiferent de pozitia celor doua transversale
fata de centrul fasciculului.

3. Se poate folosi si exprimarea sub forma de biraport:
AB OB, AB, OB, sin(ab)
AC, OC, AC, OC, sin(a;c)
Se va observa in continuare cum aplicarea acestei proprietati de fascicul ofera cale de
demonstrare la numeroase proprietati metrice mai mult sau mai putin familiare
cititorilor, unele demonstratii remarcandu-se de-a dreptul spectaculos prin eleganta
rationamentului.
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EXEMPLE DE RELATII METRICE CLASICE DEMONSTRATE CU TEOREMA 1

Exemplul 1: (Teorema Menelaus) Daca (d) este o dreaptd secanta la laturile
triunghiului ABC, care nu trece prin nici-unul din varfurile triunghiului si taie dreptele
suport ale laturilor respectiv in punctele A eBC, B € AC si C € AB, atunci are loc
AC -BA -CB _1
CB-AC-BA

relatia

Demonstratie: Considerand fasciculul de drepte (AA;AC;AB) cu transversalele AB
CA AB BA AC

, din care relatia

si AC (fig. 2), conform teoremei 1 are loc

CB AA BC AA

Menelaus este imediata.

Fig. 2

Exemplul 2: (Teorema Ceva) Fie triunghiul ABC si punctele A eBC, B €AC,
C € AB, altele decat varfurile triunghiului, cu AA "BB nCC ={O}. Atunci are loc
AC -BA -CB 1

CB-AC-BA

relatia

Demonstratie: Considerand fasciculul (OA;OC:OB) cu transversala AB (fig. 3),
CA OB _sinQ,
CB OA sinO,
cele trei relatii obtinute relatia Ceva este imediata.

conform teoremei 1 are loc . Analog pe celelalte doua laturi si din
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Fig. 3

A

Exemplul 3: (Teorema bisectoarei) Daca [AD este bisectoare pentru ZBAC in

AABC atunci are loc relatia % _AB

AC’

Demonstratie: Considerand fasciculul (AB;AD;AC) cu transversala BC (fig. 4),
DB AC _ sinA

si cum A si A, sunt masurile

conform teoremei 1 are loc relatia

DC AB sinA,
celor doua unghiuri determinate de [AD in ZBAC, relatia bisectoarei este imediata.
Fig. 4 A
1\2
B C

D

Observatie: Justificare analoga are si teorema bisectoarei exterioare.

Exemplul 4: (Teorema Steiner) Daca [AM si [AN sunt izogonale pentru AABC
BM-BN AB?
M-CN AC*

atunci are loc relatia
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Demonstratie: Considerand fasciculul (AB;AM;AC) cu transversala BC (fig. 5),
B AC _ sinA
MC AB sin(A,+A,)

conform teoremei 1 are loc relatia . Analog, folosind fasciculul

NB AC _ S'n('_A‘1+A2). Cum insa [AM si [AN sunt izogonale,
NC AB SINA,

A = A, sirelatia Steiner este imediata.

(AB;AN;AC) se obtine

Fig. 5

B C
M N
Exemplul 5: (Teorema Van Aubel) Fie triunghiul ABC si punctele A e (BC), B € (AC),

C e(AB) cu AA "BB NnCC ={0}. Atunci are loc relatia A.C + A.B = AO. :
CB BC OA

Demonstratie: Considerand fasciculul (CA;CC;CB) cu transversalele AB si AA
CA CB OA CA CA OA CA
CB CA OA CA CB OA CB’
Analog pentru fasciculul (BA;BB;BC) cu transversalele AC si AA si prin sumare
relatia Van Aubel este imediata.

(fig. 6), conform teoremei 1 are loc din care

A
Fig. 6

A

Exemplul 6: (Teorema fasciculului anarmonic) Daca anbncnd ={O} este un
fascicul de patru drepte distincte si d o transversala care le taie respectiv in punctele

Aeca, Beb, Cec si Ded, atunci valoarea de biraport k = 2_CB: ; B—(E:’ nu depinde de

alegerea transversalei.
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Demonstratie: Considerand fasciculul (a;b;c) (fig. 7), conform cu teorema 1 are loc
AB OC _ sin(a;b)

AC OB sin(a;c)’
DB OC _sin(d;b) _.

relatia Analog, alegand fasciculul (d;b;c) se obtine

AB DB _sin(a;b)-sin(d;c)

= — si astfel k = : = — _ = const.
DC OB sin(d;c) AC DC sin(a;c)-sin(d;b)
Fig. 7 A @
B (b)
Q C

(€)

(d)

EXTENSII ALE TEOREMEI 1

Teorema 2: Fie doua drepte incidente (a) n(b) ={O} si un punct M prin care trece o
secanta (s) la fasciculul celor doua drepte, intersectandu-le respectiv in Ae(a) si
A OB

B e (b). In aceste conditjii valoarea p = % "OA nu depinde de alegerea secantei (s).

Demonstratie: Teorema 1 justifica imediat si aceasta proprietate metrica.

Considerand fasciculul (OM; OA; OB), (fig. 8), are loc p = MA OB _ sin(ZMOA)
MB OA sin(£MOB)

Observatie: Valoarea "p” din enuntul teoremei 2 se poate denumi putere a punctului M
faté de perechea (a; b) de drepte concurente.
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Fig. 8

(b)

Teorema 3: (generalizare la teorema 1) Fie (a;b;c) un ansamblu de trei drepte
concurente doua cate doua cu bnc={A}, anc={B,} si anb={C,}, respectiv
doua transversale (d,) si (d,) care le taie in punctele A, B,,C,ed, si A,,B,,C,ed,.
Atunci are loc relatia

AB, BC, AB, BC, sin(a;b)

AC, CB, AC, CB, sin(ac)
Demonstratie: Se aplica relatia sinusurilor in AC,AB,, respectiv in AB,AC,, (fig. 9)
AB, B,.C, sin(a;b) AB, B.C, sin(a;b)
AC, C,B, sin(acc) '
din enunful teoremei este astfel demonstrata.

din care este imediata

. Analog

si relatia

AC, CB, sin(ac)

(@)

Fig. 9
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Observatie: Teorema 3 este generalizare a teoremei 1. Drept urmare, ea poate fi
sursa unor generalizari ale proprietatilor demonstrate prin teorema 1. Ramane la
dispozitia cititorului sa cerceteze posibilitati de generalizare pe exemplele prezentate.

Teorema_ 4: (Generalizare Van Aubel) Fie triunghiul ABC si punctele B <(AC),
C <(AB) cu BB nCC ={0}. Daca prin O trece o dreapta care taie (BC) in A, (BA
C"A.OAleB:A.OA1 1

CB OB, BC OC,

in C, si (CA in B,, atunci are loc relatia

Demonstratie: Considerand fasciculul (CA;CC;CB) cu transversalele AB si AB,
C"A.CB _0B, CA din care C"A.OAl _CA CA
CB CA OA, CB, CB OB, CB CB,
BA OA BA BA
BC OC, BC BC,
CA.CA1+BA.BAl:1.
CB CB, BC BC,

Construind ADIIB/A, se observa CA_LD Si %:@,
CB, CA BC, BA

(fig. 10), are loc

. Analog pentru

fasciculul (BA;BB;BC) cu transversalele AC si AC, se obtine

Astfel relatia din enunt se exprima in forma echivalenta

din care

CA CA BA BA _CD BD
CB CB, BC BC, CB BC

=1 si teorema este demonstrata.

Fig. 10
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Observatii:

1. In configuratia teoremei 4, atunci cand A= B, =C, se obtine relatia Van Aubel,
ceea ce justifica denumirea de generalizare Van Aubel.

2. Particularizand O =G (centrul de greutate al triunghiului), se obtine relatia:
1 1 1

=+ =
GB, GC, GA

3. Particularizand O =1 (centrul cercului inscris al triunghiului), se obtine relatia:
AC N AB BC

1 ICl I'Al

in Incheiere, pentru antrenarea cititorului, propun spre rezolvare doar cateva probleme,
compuse de altfel cu mare usurinta si care se va constata ca au solutii impresionant de
simple pe baza teoremei 1. Sper ca ele vor invita si spre aprofundarea filonului creativ
al acestei minunate proprietati metrice.

Problema 1: Fie patrulaterul ABCD cu ADNBC={O} si o dreaptd prin punctul O,

distincta de AD si BC, care taie AB in M, respectiv DC in N. Aratati ca ABCD este

: : . MA ND
trapez daca si numai daca VB =—

NC'

Problema 2: in trapezul ABCD cu ABIICD si ACNBD={O}, o dreaptd ce trece
prin O, distincta de diagonalele AC si BD, taie AD in P, respectiv BC in Q.
PA-QB AR’

Sa se arate ca = 5
PD-QC CD

Problema 3: Se considera un patrulater ABCD cu ACNBD={0O} si AO=0C,
respectiv o dreapta distincta de diagonale care taie AD in M si BC in N.
Sa se arate ca ABCD este paralelogram daca si numai daca MA -NB =MD -NC.

Problema 4: Tn patrulaterul inscriptibil ABCD diagonalele se taie in O iar laturile opuse
in M si N. Aratati ca daca dreapta AC separa in semiplane opuse punctele M si N
MA-NA OA
MC-NC OC

atunci are loc relatia

Nota finala Dupa cum s-a observat din cele prezentate, cadrul deosebit de larg de
aplicabilitate al teoremei 1 face ca aceasta proprietate sa fie de utilitate semnificativa
la rezolvarea sau la compunerea problemelor de geometrie elementara, in multe
situatii chiar concurenta teoremei Menelaus.
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