MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN
DOLJ

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala
17 februarie 2018

Clasa a X-a

1.Fiez,u,w € Castfelincatz + u+w = 0.
a) Demonstrati ca 3(|z|% + [ul? + W|?) = |z —ul? + [u —w|? + |w — z|2.
b) Demonstrati ca 3(|z| + |u| + |w|) < 2(|z —u| + [u — w| + [w — z]).

2. Fie functia f: R — R, astfel incat:
fF(fx)=f(x)+x,Vx€eR,
Sa se arate ca:
a) f este injectiva si £(0) = 0.
b) FIU 4+ fl2l 4 4 flnd = fln+2] _ £121 pentru orice n € N*, cu notatia:
flkl = fofe °of keN*
LI I

de k ori

3. a) S se rezolve ecuatia:
tg(arctge*) + ctg(arctge™) = 2.
b) Sa se rezolve ecuatia:

x'95 + 12!9% = 13'9*,

4. Fie m > 0 un numar fixat. Sa se arate ca:

a b . 3 . .
+ > min (1, —) oricare ar fia,b,c > 0.
a+mb+c b+mc+a c+ma+b m+2

Nota:
e Toate subiectele sunt obligatorii;
e Fiecare subiect se noteaza cu 7 puncte;
e Timp de lucru: 3 ore.



Solutii si bareme orientative

Clasa a X-a
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

1.a) 3(|z)% + [u]? + |w|?) = 3(zZ + uti + ww) (1p)
lz—ulP+lu—wpPr+lw—zP=Cz-w - z-w+@w-w) - (u—w)+
+w—-—2z)-W—-—2)=2zZz+uu+ww)—zZu+w)—uw+z)—w(z+u) =

= 3(zZ + uu + ww). (3p)
PD)3lzl=lz—u+z—w|<|z—u|+|z—w]|,

Blul=lu—z+u—-w|<|lu—2z|+ |lu—w|
Blwl=|lw—z+w—u|<|w-—2z|+|w-—ul. (2p)
Prin adunarea celor trei inegalitati obtinem concluzia. (1p)

2.a) Fiexy,x, €R,astfel incat f(x;) = f(x,). Rezulta f(f(x;)) = f(f (x2)), deci:

x1 = f(f(x1) = f(x1) = F(f(x2)) = f(x2) = x, deci f este injectiva. (2p)
Pentru x = 0 in relatia din enunt se obtine f ( £(0)) = £(0) si din injectivitate rezultd ca
£(0) = 0. (1p)
b) Se aplica principiul inductiei matematice. Fie

P(n): f 4 fl2h 4 fInl = glnt2l _ rl2] 1 e N7,

I. Etapa de verificare:

P(D): f() = F(F(FC) = F(f ().

In relatia din ipoteza facem substitutia: x — f(x), de unde

f(f(f(x))) = f(f(x)) + f(x), ceea ce demonstreaza ca P(1) este adevarata.

(2p)
I1. Etapa de demonstratie: P(n) - P(n + 1)
Presupunem P(n) adevarata si avem:
Pn+1): f 4RI 4 fInl 4 plndtl = glnas] _ gl2) 5 e N,
Dar, din ipoteza de inductie
4 Rl g find g gl — glnd2] _ gl2] 4 glned]
astfel cd ne raméane sa demonstram relatia:
f[n+3] _]c[Z] — f[n+2] _f[Z] +f[n+1] PN f[n+3] — f[n+2] +f[n+1]1
ceea ce se obtine ficand substitutia x — "1 in relatia din enunt, astfel P(n + 1) este
adevaratd. Prin urmare, conform principiul inductiei matematice
fll 4 2l 4 il = plnt2l ¢y e N7, (2p)

3.a) Cume™ > 0, rezultda arctge™ = arcctge”®. Ecuatia devine: 2e* = 2 & x = 0. (3p)
b) Conditia de existentd x > 0. Folosind formula a'°8¢ = ¢'°8r¢ <
& x'95 = 5'9% ecuatia se mai scrie: 5'9% + 1219% = 1319%, (2p)
Notand lgx =y =
5

5Y + 127 = 13Y = (—)y + (2

13
12

y y
ffR>Rf(y) = (133) + (E) este strict descrescatoare. Deci lgx = 2 = x = 100. (2p)

12\Y . - .
—) = 1 = y = 2 solutie unicd deoarece functia:

4. Dacam < 1, atunci:
a+mb+c<a+b+c,b+mc+a<a+b+c,c+ma+b<a+b+csiavem

y——>5——=1(1). (2p)

a+mb+c a+b+c
Dacam > 1,notimcux =a+mb+c,y=b+mc+a,z=c+ma+bsi




S=>Yax.
Varianta I.

2 2 2 +% + %)
Folosind inegalitatea: X1—+XL+XLZM (V)% %, % €R a,8,,8,>0

a 3 AT+

obtinem: i i i

Z% - Zz_x = (Z;) - za2+((§ni)1)zab'

Varianta Il.

Din convexitatea functiei x? rezulti ci:

=5 (D) 25 ) - -t @)
(*)Demonstram: Ga)” >_2 o

Ya2+(m+1)Yab — m+2
2

(m+2)-(za) 23-2a2+3(m+1)2ab®

em+2)Ya*+2(m+2)Yab>3-Ya’+3(m+1)Yab o (2p)

e m-1)Ca?—-Yab) >0« Y a? > Y ab, care este adevirati,
rezulti ca ¥ & > —— (2).
X m+2

Din (1), (2) se obtine concluzia problemei:

b . 3 . .
I+ +——>min (1, —) oricare ar fi a, b, c > 0. (1p)
a+mb+c b+mc+a c+ma+b m+2




