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Clasa a Vlll-a

) - : 2 k(k+1 .
1. a) Fie numarul rational a= Z(—)Z Demonstrati ca ae (% : 5] :

< (2k+1)

b) Determinati numerele intregi X si y care verifica relatia:
Jx2+y24+2xy—6x — 6y + 13 +Vx2 +4x+5 < 3.

2. Determinati numerele naturale a si b s1 numarul natural prim p stiind ca:
a? +a=p? +2.

3. a) Sa se demonstreze ca:
(ax + by)? + (ay — bx)? = (a® + b?)(x? + y?),
pentru orice numere reale a, b, x, y.
b) Fie x si y numere naturale nenule astfel incat 41 divide (4x + 5y). Aratati

¢ 41 divide (x2 + y?).

4. Pe planul triunghiului echilateral ABC cu AB=6 cm se ridica, de aceeeasi parte
a planului (ABC), perpendicularele AA" L (ABC), BB' L (ABC) si CC' L
(ABC), astfel incat AA’ = BB' = 6+/3 cm.

a) Aflati distanta de la punctul A la planul (A'BC).

b) Aflati sinusul unghiului dintre dreptele A'B si B'C.

Nota:
e Toate subiectele sunt obligatorii;
e Fiecare subiect se noteaza cu 7 puncte;
e Timp de lucru: 3 ore.



Solutii si bareme orientative
Clasaa VIll-a

Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

k(k+1
1. @) Oricare ar fi k € {1,2,3, ..., 20}, avem (—)2 > 22 o 6k% + 6k > 11,
(2Ke1)

2 k(k+1
V k € N*. Prin urmare: a= (—)2> % 0= % 1) (2p)

= (2k+1)

K(k+1
Pentru k din aceeasi multime, (—+)2 < 1 S 4k2+4k +1> 4k2+4k <1>0,
(2k+1)
2 k(k+1

afirmatie adevarata, deci: a= (—) < L1 20 =5.(2) (2p)

= (2k+1)2 4

Din relatiile (1), (2) rezulta ca a e (%,5).

b)Vx2+y2+2xy—6x—6y+13=/(x+y—3)2+4 > V4 =2
Va2 +4x+5=/(x +2)2+1=> V1=1
= Jx2+y2+2xy—6x— 6y +13+VxZ +4x + 5> 3 (2p)

Cum in enunt avem /x2 + y2 + 2xy — 6x — 6y + 13 +VxZ + 4x + 5 < 3

= nu poate avea loc decat egalitatea = (x +y—3)2=0si(x +2)2 =0=
x=—-2siy=05. (1p)

2. Deoarece numirul a? + a = a - (a + 1) este par, rezultd ca numarul p2° + 2 este par. (1p)
Prin urmare p = 2 si egalitatea din enunt devine: a®? + a — 2 = 22’ & (a—=1)-(a+2)=
=27, (2p)
Cum membrul drept este un numadr par, iar numerele a — 1 si a + 2 au paritati diferite, apar
situatiile:

(@—1=1sia+2=22")sau(a—1=22"sia+2=1). p)
- Pentrua + 2 = 1, nu avem solutii. (1p)

- Pentru a—1=1sia+2 =22, obtinem 22" = 4,decia =2sib = 1.
Prin urmare, (p,a,b) = (2,2,1). (1p)
3. ) (ax + by)? = a’x? + 2abxy + b?y?, (ay — bx)? = a?y? — 2abxy + b?*x? (1p)
(a® + b)) (x? + y?) = a’x? + a’y? + b%*x? + b%y? (1p)
(ax + by)? + (ay — bx)? = (a® + b?)(x? + y?), (1p)

b) Luand in egalitatea de la punctul a) a=4 si b=5 avem

(4x +5y)% + (4y — 5x)? = 41(x% + y?) (1p)

Cum 41 divide 4x + 5y, obtinem ci 41 divide (4y — 5x)?, 41 este numar prim, de unde
rezulta cd 41 divide 4y — 5x. (1p)



4x + 5y = 41k, 4y — 5x = 41p,k,p € N* = 41(k? + p?) = x2 + y? = 41/x%? + y?

Al B

a) Ducem AM 1 BC, deci M este mijlocul lui [BC].
AA" 1 (ABC),AM L BC = A'M 1 BC.

Fie AN L A’M.Cum A'M L BC,AM L BC = AN L (A'BC) = d(4; (A'BC)) = AN.
AM = 3v3 cm, A'M = 3v15 cm, AN = &2 om

5
b) Fie E simetricul lui A fata de B si F mijlocul lui [CE]. Rezulta B'E //A'B, deci
m(«(4'B; B'C)) = m(«(B'E; B'C)) = m(«x(EB'C)).
B'C =B'E =12 cm,CE = 6v3 cm, B'F = 3V13cm.
BIF-CE _ BIC-BIE-sin(XEBIC) V39

> > = sin(XEB'C) = 'y

Appice =

(2p)

(1p)
(2p)

(1p)
(2p)
(1p)



