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CLASA A IX-A 

 

Subiectul 1. Demonstrați că, pentru orice număr natural 𝑛 ≥ 5, are loc inegalitatea: 

𝑛

𝑛 + 1
+

𝑛

𝑛 + 2
+ ⋯ +

𝑛

2𝑛
> 1 +

1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
. 

Cristinel Mortici  

 

Subiectul 2. Aflați numerele reale 𝑥, 𝑦, știind că  [𝑥] + {𝑦} = 1,1  și   [𝑦] + {𝑥} = 2,2. 

 

 

Subiectul 3. Câți termeni (ȋn progresie geometrică) trebuie considerați ȋn membrul stâng al 

egalității următoare astfel ȋncât aceasta să fie adevărată: 

64 + 32 + 16 + ⋯ = 127
1

2
 ? 

 

Subiectul 4. În Δ𝐴𝐵𝐶 ascuțitunghic considerăm cevianele concurente 𝐴𝐷, 𝐵𝐸, 𝐶𝐹 astfel ȋncât 

∡𝐴𝐷𝐵 ≡ ∡𝐵𝐸𝐶 ≡ ∡𝐶𝐹𝐴. Demonstrați că aceste ceviane sunt ȋnălțimile triunghiului 𝐴𝐵𝐶. 

GM 
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CLASA A X-A 

 

Subiectul 1. Fie 𝑥, 𝑦 ∈ (1, ∞) astfel ȋncât 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥. Demonstrați că: 

𝑥𝑦−1 + 𝑦

𝑦𝑥−1 + 𝑥
∙ log𝑦 𝑥 = 1. 
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Subiectul 2. Fie 𝑧1 ≠ 𝑧2 numere complexe astfel ȋncât |𝑧1| = |𝑧2| = 1. Demonstrați că 

1 − 𝑧1𝑧2

𝑧1 − 𝑧2
∈ ℝ. 

Subiectul 3. Fie 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ (1, ∞). Demonstrați că: 

log𝑎 𝑏

𝑎 + 𝑏
+

log𝑏 𝑐

𝑏 + 𝑐
+

log𝑐 𝑎

𝑐 + 𝑎
≥

9

2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)
. 

 

Subiectul 4. Fie 𝐴𝐵𝐶𝐷 un paralelogram. Pe laturile 𝐴𝐵 și 𝐵𝐶, se construiesc triunghiurile 

echilaterale 𝐴𝐵𝐸 și 𝐵𝐶𝐹 (spre exteriorul, respectiv spre interiorul paralelogramului). 

Demonstrați că, dacă punctele 𝐷, 𝐸, 𝐹 sunt coliniare, atunci 𝐴𝐵𝐶𝐷 este romb. 

GM 
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CLASA A XI-A 

Subiectul 1. Fie funcțiile 𝑓, 𝑔: (1, ∞) → ℝ definite astfel: 

𝑓(𝑥) = √4𝑥 + 1 sin2 𝑥 − √𝑥 ,   𝑔(𝑥) = √4𝑥 − 1 cos2 𝑥 − √𝑥. 

Care din următoarele limite există 

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) ,   lim
𝑥→∞

𝑔(𝑥),   lim
𝑥→∞

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) ? 
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Subiectul 2. Fie șirurile (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ, (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ, (𝑐𝑛)𝑛∈ℕ definite, pentru orice 𝑛 ∈ ℕ, prin relațiile: 

3𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 10,   𝑏𝑛 = 𝑎𝑛 − 5,   𝑐𝑛 = ∑ 𝑏𝑘

𝑛

𝑘=0

, 

cu 𝑎0 = 8. Demonstrați că (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ este progresie geometrică și calculați limitele șirurilor 

(𝑎𝑛)𝑛∈ℕ și (𝑐𝑛)𝑛∈ℕ. 

 

Subiectul 3. Fie 𝐴 = (
2 5

−3 10
) , 𝐵 = (

3 −2
4 9

). Demonstrați că, pentru orice 𝑛 ∈ ℕ∗, avem: 

𝐴𝑛 − 𝐵𝑛 =
1

2
(7𝑛 − 5𝑛)(𝐴 − 𝐵). 

 

Subiectul 4. Fie 𝑋 = (−𝑘 𝑘2 − 𝑘 + 1
−1 𝑘 − 1

) ∈ ℳ2(ℤ). Calculați 𝛼 = det(𝑋2018) + (tr 𝑋)2018,  

apoi demonstrați că există 𝑟 ∈ ℕ∗ astfel ȋncât 𝑋𝑟 = 𝐼2. 

GM (enunț modificat) 
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CLASA A XII-A 

 

Subiectul 1. a) Pe mulțimea 𝐺 = { √𝑛
𝑛

 | 𝑛 ∈ ℕ, 2 ≤ 𝑛 ≤ 25} se definește o operație " ∗ " 

astfel ȋncât (𝐺,∗) este grup. Demonstrați că acest grup este comutativ. 

b) Există grupuri necomutative cu 24 de elemente? Justificați răspunsul dat. 

Cristinel Mortici 

 

Subiectul 2. Fie 𝐺 un grup și 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 astfel ȋncât 𝑎3 = 𝑏4 = 𝑒 și 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏3. Demonstrați că: 

i) 𝑏2𝑎 = 𝑎𝑏2;   ii) 𝑏3𝑎 = 𝑎𝑏;   iii) 𝑏−1𝑎−1𝑏−1 = 𝑎2. 

 

 

Subiectul 3. Demonstrați că funcția 𝑓: [0, ∞) → ℝ, definită prin formula 𝑓(𝑥) = 𝑥 − arctg 𝑥, 

este strict crescătoare, pozitivă și 

lim
𝑥→∞

𝑥

√∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

= √2.  

 

Subiectul 4. Fie 𝑚, 𝑛 ≥ 2 numere naturale. Demonstrați că 

∫ √1 − 𝑥𝑚𝑛
𝑑𝑥

1

0

= ∫ √1 − 𝑥𝑛𝑚
𝑑𝑥

1

0

. 

GM 

 

 


