Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Locala Dambovita

17 februarie 2018

« Matematica e precisd, dar nu e reald si e reald, dar nu e precisd »

CLASA A IX-A

Subiectul 1. Demonstrati ca, pentru orice numar natural n > 5, are loc inegalitatea:

L S
n+1l n+2 2n 2 3 n

Cristinel Mortici

Subiectul 2. Aflati numerele reale x, y, stiind ca [x] + {y} = 1,1 si [y] + {x} = 2,2.

Subiectul 3. Cati termeni (in progresie geometrica) trebuie considerati in membrul stang al
egalitatii urmatoare astfel incat aceasta sa fie adevarata:

1
64+32+16+-~-=127§?

Subiectul 4. In AABC ascutitunghic considerdm cevianele concurente AD, BE, CF astfel incat
3ADB = 4BEC = 4CFA. Demonstrati ca aceste ceviane sunt Thaltimile triunghiului ABC.
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« Matematica e precisd, dar nu e reald si e reald, dar nu e precisd »

CLASA A X-A

Subiectul 1. Fie x, y € (1, o) astfel incat x¥ = y*. Demonstrati ca:

x4y
yxT_l_x ' logy x = 1.
Cristinel Mortici
Subiectul 2. Fie z; # z, numere complexe astfel incét |z;| = |z,| = 1. Demonstrati cd
1 - lez
Z1 722

Subiectul 3. Fiea, b, ¢ € (1, ). Demonstrati ca:

logab+logbc+logca2 9 .
a+b b+c c+a 2(aa+b+c)

Subiectul 4. Fie ABCD un paralelogram. Pe laturile AB si BC, se construiesc triunghiurile
echilaterale ABE si BCF (spre exteriorul, respectiv spre interiorul paralelogramului).
Demonstrati ca, daca punctele D, E, F sunt coliniare, atunci ABCD este romb.
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« Matematica e precisd, dar nu e reald si e reald, dar nu e precisd »

CLASA A XI-A

Subiectul 1. Fie functiile f, g: (1, c0) — R definite astfel:
f(x) =V4x + 1sin?x —V/x, g(x) = Vdx — 1cos? x —/x.
Care din urmatoarele limite exista
lim f(), limg(x), lim(f() +9())?

Cristinel Mortici

Subiectul 2. Fie sirurile (a;) nen, () nen, (€n)nen definite, pentru orice n € N, prin relatiile:

n
3a,41 =0a,+10, b, =a,—5, ¢, = Z by,
k=0

cu ag = 8. Demonstrati cd (by,) ey €Ste progresie geometricd si calculati limitele sirurilor

(an)nEN $i (Cn)nEN-

. . (2 5 (3 =2 L. . . )
Subiectul 3. Fie 4 = (_3 10),3 = (4 9). Demonstrati ca, pentru orice n € N*, avem:

1
A" =B = (7" = 5™)(4 - B).

-k k*—-k+1

Subiectul 4. Fie X = ( 1 -1

) € M, (Z). Calculati @ = det(X?2°18) + (tr X)2018,

apoi demonstrati ca exista r € N* astfel incat X" = .

GM (enunt modificat)
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« Matematica e precisd, dar nu e reald si e reald, dar nu e precisd »

CLASA A XII-A

Subiectul 1. a) Pe multimea G = {'{/ﬁ IneN,2<n< 25} se defineste o operatie " * "
astfel incat (G,*) este grup. Demonstrati ca acest grup este comutativ.
b) Exista grupuri necomutative cu 24 de elemente? Justificati raspunsul dat.

Cristinel Mortici

Subiectul 2. Fie G un grup si a, b € G astfel incat a® = b* = e si ba = ab3. Demonstrati ca:

i) b%a = ab?; ii)b3a = ab; iii)b " ta bt = a?.

Subiectul 3. Demonstrati ca functia f: [0, ) — R, definitd prin formula f(x) = x — arctgx,
este strict crescatoare, pozitiva si

X

lim ——— = 2.

T R r@a )

Subiectul 4. Fie m,n = 2 numere naturale. Demonstrati ca
1 1
J V1 —x™mdx = j V1 = x"dx.
0 0

GM

cMo



