UNIVERSITATEA BABES-BOLYAI CLUJ-NAPOCA
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

CONCURS DE ADMITERE, 17 iulie 2017
Proba scrisi la MATEMATICA

SUBIECTUL I (30 puncte)
1) (10 puncte) Sa se arate ca oricare ar fi m € R, intersectia

{zeR|(m?+1)2* —2(m+ 1)z +1=0}N(~00,0)

este vida.

2) Consideram legea de compozitie * definita pe Q prin
rxy=xy—2x—2y+6, Vr,y € Q.

a) (15 puncte) Sa se arate cd Q\ {2} este parte stabila a lui Q in raport cu x si ca (Q\ {2}, %) este un
grup abelian.

b) (5 puncte) Sa se determine a € Q astfel incat f: Q* — Q\ {2}, f(x) =z + a sa fie un izomorfism
de grupuri de la (Q*,-) la (Q\ {2}, ).

SUBIECTUL II (30 puncte)

1) (10 puncte) Sa se determine solutiile ecuatiei

cos4x cos8xr — cosdbxrcos9zr =0

situate in intervalul (0, 2).
2) Intr-un reper ortogonal zOy considerim punctele A(a,0) si B(0,b). In triunghiul OAB fie H
piciorul perpendicularei din O pe AB. In exteriorul triunghiului O AB se construiesc patratele OAC' D
si OBEF.

a) (10 puncte) Determinati ecuatiile dreptelor AE si BC.

b) (10 puncte) Demonstrati ca dreptele AE, BC si OH sunt concurente.
SUBIECTUL III (30 puncte)
Consideram functia f : [0, +00) — R definita prin relatia

f(z) = %ln(l—i—x)—i—ﬁ, Vo > 0.

1) (10 puncte) Calculati f” si demonstrati ca 4 < f(z) <z, Vo > 4.
2) (5 puncte) Demonstrati ca sirul definit prin relatia z,11 = f(x,), n € N gi 2y > 4 este convergent
si calculati lim x,.

n—o0

3) (10 puncte) Sa se calculeze

4) (5 puncte) Sa se calculeze

NOTA:
Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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Barem de corectare pentru proba de MATEMATICA
a concursului de admitere, 17 iulie 2017

SUBIECTUL I (30 puncte)
) A={reR|(m?>+1)z?—-2(m+ 1)z +1 = 0} este multimea solutiilor reale ale unei ecuatii de

gradul 2 pentru care A =4(m +1)2 —4(mM? 4+ 1) = 8M oottt 2p
Dacad m < 0 atunci A = B ... 2p
Daca m > 0 atunci cele 2 solutii (posibil egale) ale ecuatiei (m? +1)z% —2(m + 1)z + 1 = 0 sunt reale
si au acelasi semn iIntrucat produsul lor este ——— >0 ... 3p
m* +1
2(m+1) . o ~ e
m>0= m+1>0 = EeCIE > 0, agadar aceste solutii sunt pozitive avand suma pozitiva 2 p
m
FInalizare . .. ... e 1p
2) a) Stabilitatea se rescrie astfel: x,y € Q, r*xy =2 < x =2 sau y = 2, iar
xy—2r—2y+6=20=oy—2r—-2y+4=(r—-2)(y—2)=z=2sauy=2............... 3p
Verificarea asociativitatii % (pentru orice z,y,z € Q\ {2},
xx(y*xz)=(rxy)xz=ayz — 2oy —2xz —2yz+4r+4y+42—6) ...l 3p
Verificarea comutativitatil % .. ... ... e 3p
Ludnd pe z =0in z x e = z,Vo € Q \ {2} obtinem e = 3, prin urmare, daca exista element neutru,
ACESTA ESHE € == 3 . 2p
Verificarea faptului ca x * 3 = z,Vx € Q \ {2} pentru finalizarea demonstratiei existentei elementului
012D 172 0 AP 1p
Toate elementele din Q \ {2} sunt simetrizabile in raport cu * : daca x € Q \ {2},
20 — 3
zxr =3zt —2r-20'+6=3 (x—2)r' =2z -3 <2/ = ° 5
x [R—
care apartine multimii @ \ {2} .. ..o 3p
b) f functie bijectivd < (x + a = 2 atunci si numai atunci cand t =0) & a=2............... 3p
Verificarea faptului ca f este morfism ........ .. 2p
F(@) o fly) = (@ +2)  (y+2) = (@ +2)(y+2) — 2o +2) — 2y +2)+ 6 = zy +2 = f(ay)
SUBIECTUL II (30 puncte)
Problema 1
(i) Ecuatia este echivalenta cu cos12x —cos14x =0 ... ..o 3p
(ii) Ecuatia de la punctul precedent este echivalenta cu sin13z -sinx =0. ..................... 3p
(iii) Solutia generala a ecuatiei de la (ii) este S = {lk, ke Z} U{nm,neZ}..............o.. 1p
13 —_—
—_— <
St
(1) Sa M (0,2) = B oo 1p
26
(v)o<%k<2,decio<k<? ............................................................ 1p
(vi) 7 2w 3w 4w bw 6w Twm 87 1
ore=——,—,—,—,—,—, — e
VU T 1313137137137 137 13 13 P
Problema 2
Notam cu P punctul de intersectie dintre dreptele AF si BC.
a)
(1) C(a,=a), B(=Db,D) .o 2p

(ii) Ecuatia dreptei AE este bz + (a+b)y —ab=0 ... ... . . i 4p



(iii) Ecuatia dreptei BC este (a+b)z+ay —ab=0 ... ... i 4p

b)
b? )
(i) Punctul P are coordonatele P <a2 +C;2 Cab a2 _:22 m ab) ................................ 3p
b
(ii) Panta dreptei AB este kap = B R P e L PR L PR E P REI PRI REEREERRYS 2p
(iii) Panta dreptei OH este kap = % .......................................................... 2p
(iv) ecuatia dreptei OH este y = %x ........................................................... 2p
(v) punctul P apartine dreptei OH ... ...t 1p
SUBIECTUL III (30 puncte)
1) fl(z) = 35 - 1im—l-\f>0pe(0oo) ......................................................... 2p
FA) = A 1p
f crescatoare, deci f(x) > f(4) =4 Pentru & >4 ..o 2p
g:[4,00) =R, g(x)=f(z)—x. ..... RRRRRE AR L L EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE 1p
g ()= f(x) = 1,5 ¢"(x) = f'(2) = 5 ke 4zf<OV$24. ........................ 2p
g(4) =585 —3<0,deci ¢/() <O,V > 4. oo 1p
g(4) =0,deci g(x) <O, VE > 4. oo 1p
2) Demonstrarea prin inductie matematica a inegalitatatii x, >4, Vn e N....................... 2p
Tny1 = f(zn) < @y, deci sirul (x,)n>0 este descrescator ........... ..., 1p
L 1p
L= (1) 2 Lo e oo 1p
3) f(0) =0, si f este continua in 0, deci avem o nedeterminare de tipul 1%°. ..................... 1p
3 )
lim (1+ f(2)) V% = lim [(1+f( ))m}ﬁ .................................................. 3p
:Jc>0 :z:>0
T . In(l4z 2 1. In(l4z 2
lim £ = 14 25 lim OB = 14 20 lim 20 /=14 25 1-0=1 4p
>0 ) >0 >0
ilg%(l—kf(x)) o Bt e 2p
>0
) /(@) - f(t) = 5(f2) (2) LR RN ERRRRIREEE 2p
4
SIP@F@) At =3F21)] = 5124) = 5F2(T)0 oo 2p
4 X
Hm [ f/(#)f()dt = FF2(4) — 2 12(0) = 8 oo 1p
w0

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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SOLUTII
CONCURS DE ADMITERE, 17 iulie 2017
Proba scrisi la MATEMATICA

SUBIECTUL I (30 puncte)

1) A={zeR|(m?*+1)2®2—2(m+1)x+1 = 0} este multimea solutiilor reale ale unei ecuatii de gradul
2 pentru care A = 4(m+1)% —4(m?+1) = 8m. Dacd m < 0, atunci ecuatia nu are radicini reale, deci
A = (). Dacid m > 0, atunci cele 2 solutii (posibil egale) ale ecuatiei (m?+1)z? —2(m+1)r+1 = 0 sunt

reale si au acelasi semn intrucat produsul lor este > 0. Din conditia m > 0 rezulta m+1 > 0,

2(m+1)
m?+1

m2+1
deci 1 + 2 = > 0. Asadar aceste solutii sunt pozitive, deci interectia este vida si in acest
caz.
2) a) Pentru a demonstra stabilitatea este suficient sa demonstram z,y € Q, zxy =2 <z =2 sau y =
2. Din relatia x * y = 2 obtinem zy — 2z — 2y + 6 = 2, adica 0 = zy — 2z — 2y + 4 = (z — 2)(y — 2),
deci x = 2 sau y = 2.
Pentru orice x,y,z € Q\ {2} avem z* (y* z) = (xxy) x 2 = xyz — 2xy — 20z — 2yz + 4 + 4y + 42 — 6.
Pentru orice z,y € Q\ {2} avem z xy = zy — 20 — 2y + 6 = y = 2y = 2z + 6 = y * x, deci operatia
este comutativa. Luénd pe z = 0 in x xe = z,Vo € Q \ {2} obtinem e = 3, prin urmare, daca
exista element neutru, acesta este e = 3. Pe de altd parte x x 3 = z,Vax € Q \ {2}, deci e = 3 este
element neutru2. Pegtru orice z € Q\ {2} zx2’ =3 o a2/ —20—-22+6 =3 & (v —2)2' =
T —
T—2 2+ x—2
& (z 4 a = 2 atunci si numai atunci cand z = 0) < a = 2. Pentru a = 2 avem f(x) * f(y) =
(z+2) % (y+2) = (x+2)(y+2) —2(x+2) —2(y +2) +6 =2y +2 = f(zy), deci f este morfism. In
consecinta valoarea lui a pentru care f este izomorfism este a = 2.

-3 =

# 2, care exista si apartine multimii Q\ {2}. b) f functie bijectiva

SUBIECTUL II (30 puncte)
1) Ecuatia se poate scrie

1 1
3 (cos12x + cosdx) = 3 (cos 14z + cos 4x)

sau
cos 12z — cos 14x = 0,

de unde
sin13x -sinz = 0.

Rezolvand aceasta ecuatie, obtinem

x:%k,kEZ sau = =nm, n € Z.

Este clar ca cea de-a doua familie de solutii este inclusa in prima, deci putem spune ca solutia generala
a ecuatiei este

0
r=—k keZ.
13
Pentru a obtine solutiile ce verifica cerinta problemei, trebuie sa punem conditia
T
0< —k <2,
13
de unde 96
0<k<—.

™



k trebuind sa fie un numar intreg, obtinem k£ = 1,...,8, deci solutiile acceptabile sunt:

7w 2 3w 4w bm 6w Tm 8w
r=—,—, —, —,—, —, —, —

1313713713713 137137 13~
2) Coordonatele punctelor care ne intereseaza sunt, dupa cum e usor de constatat, urméatoarele:
C(a,—a), E(—b,b). Dreapta AFE are ecuatia

bx + (a + b)y — ab =0,
in timp ce dreapta BC' are ecuatia
(a +b)x+ay —ab=0.

Fie P punctul de intersectie a dreptelor AE si BC'. Atunci coordonatele lui P sunt date de solutia
sistemului

bx + (a + b)y —ab =0,
(a+b)x+ay—ab=0,

ceea ce ne conduce la

2 2
p_p ab ’ a“b .
a?+b24+ab a2 +0b2+abd

Tot ce mai avem de facut este sa demonstram ca dreapta OH trece prin punctul P.

E B
H
P
F 0 A
D C
. b . . . . o
Panta dreptei AB este kap = ——, ceea ce Inseamni ca panta dreptei OH, care este perpendiculara
a
pe AB, kog = %, deci ecuatia dreptei OH este
a
= —x.
Y7

Este usor de constatat ca punctul P apartine dreptei OH (coordonatele sale verifica ecuatia dreptei).

SUBIECTUL III (30 puncte)

1) Calculam derivata functiei:
2 1 1

/ = — — [
PO =15 152 T avs
Pentru z > 0 avem f/(x) > 0, deci functia f este strict crescatoare pe (0,00). Pe de altd parte

f(4) = 4, deci din faptul ca f este strict cresca toare rezulta f(xz) > f(4) = 4 pentru x > 4, deci
f(z) >4, Vo > 4.



Pentru cea de a doua inegalitate considerém functia g : [4,00) = R, g(z) = f(z) — . ¢'(z) =

f(x)—1,51 ¢"(x) = f"(x) = 1n5 (1;;) 4:0[ < 0,Vz > 4. Astfel ¢ este strict descrescitoare. Insi

g 4) = 51%15 - % < 0 deoarece In5 > 1, deci ¢'(x) < 0, Vo > 4 si g este strict descrescatoare. Pe de
alta parte g(4) = 0, deci g(x) < 0, Y > 4. Aceasta inegalitate este echivalenta cu f(z) < zVz > 4.
2) Demonstram prin inductie matematica inegalitatea =, > 4, ¥n € N. Pentru n = 0 inegalitatea este
adevarata datorita conditiei din enunt. Dacad xp > 4, atunci xp41 = f(xp) > 4 datorita inegalitatii
f(z) > 4, Vo > 4. Astfel pe baza principiului inductiei matematice avem z;, € [0, 00), Vn € N. Folosind
a doua inegalitate de la 1) deducem xy, 41 = f(zy,) < zp, deci sirul (z,,)n>0 este descrescator si marginit
inferior, adica convergent. Fie [ limita sirului (x,),>0. Din inegalitatea x,, > 4,Vn > 0 prin trecere la
limita obtinem [ > 4, iar prin trecere la limita in relatia de recurenta obtinem [ = f(I). Astfel folosind
1) deducem [ = 4.

3) f(0) = 0, si f este continua in 0, deci avem o nedeterminare de tipul 1°° si putem folosi limita
1

lim(1+y)v =e (cuy = f(x)).

y—0

1 1 f(z)
lim (14 f(x)) = = lim | (1+ f(2)) 7= v
gé;([)) m>0

f(=@)
deci avem de calculat hn%] NG

x>0
f(z) 2 In(1+z) 2 In(1 + z) B 2
N T L L R TC

deci )

lim(1+ f(x))ve =e

530

4 4
4) f1(@) - f(t) = L(f2) (), deci [ f/(t)f(t)dt = Lf23(t)| = 3/%(4) — 3 f%(z). Astfel limita ceruta este
4
i [ F0f0)dt= 5 £20) - 3720 =



