
Marµi, 18 iulie 2017

Problema 1. Pentru orice num r natural a0 > 1 de�nim ³irul a0, a1, a2, . . . prin:

an+1 =

{ √
an, dac 

√
an este întreg

an + 3, în caz contrar
, pentru orice n > 0.

Determinaµi toate valorile lui a0 pentru care exist  un num r A astfel încât an = A pentru o in�nitate
de valori ale lui n.

Problema 2. Fie R mulµimea numerelor reale. Determinaµi toate funcµiile f : R→ R astfel încât,
pentru orice numere reale x ³i y,

f (f(x)f(y)) + f(x+ y) = f(xy).

Problema 3. Un vân tor ³i un iepure invizibil joac  un joc în planul euclidian. Punctul de pornire
al iepurelui, A0, ³i punctul de pornire al vân torului, B0, coincid. Dup  n − 1 runde ale jocului,
iepurele se a�  în punctul An−1 ³i vân torul se a�  în punctul Bn−1. În a n-a rund  a jocului se
întâmpl , în ordine, urm toarele:

(i) f r  s  �e v zut, iepurele se deplaseaz  într-un punct An, astfel încât distanµa dintre An−1 ³i
An s  �e exact 1;

(ii) un dispozitiv de urm rire îi indic  vân torului un punct Pn. Singura informaµie pe care dis-
pozitivul i-o d  vân torului este aceea c  distanµa de la Pn la An este mai mic  sau egal 
cu 1;

(iii) vân torul se deplaseaz  într-un punct Bn, vizibil, astfel încât distanµa de la Bn−1 la Bn este
exact 1.

Este totdeauna posibil ca, indiferent de felul în care se deplaseaz  iepurele ³i indiferent de punctele
indicate de dispozitiv, vân torul s -³i aleag  mi³c rile astfel încât dup  109 runde s  �e sigur c 
distanµa dintre el ³i iepure este mai mic  sau egal  cu 100?
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Problema 4. Fie R ³i S puncte diferite pe un cerc Ω, care nu sunt diametral opuse. Fie ` tangenta
la Ω în R. Punctul T este simetricul lui R faµ  de S. Punctul J este ales pe arcul mic RS al lui
Ω, astfel încât cercul Γ circumscris triunghiului JST intersecteaz  ` în dou  puncte distincte. Fie A
punctul de intersecµie dintre Γ ³i `, cel mai apropiat de R. Dreapta AJ intersecteaz  din nou Ω în
K. Demonstraµi c  dreapta KT este tangent  la Γ.

Problema 5. Se consider  un num r natural N > 2. Un num r de N(N + 1) fotbali³ti, oricare
doi de în lµimi diferite, stau într-un rând. Antrenorul vrea s  elimine N(N − 1) juc tori din acest
rând, astfel încât în noul rând de 2N juc tori s  �e îndeplinite urm toarele N condiµii:

(1) nu se a�  nimeni între cei mai înalµi doi juc tori;

(2) nu se a�  nimeni între al treilea ³i al patrulea cei mai înalµi juc tori;

...

(N) nu se a�  nimeni între cei mai scunzi doi juc tori.

Ar taµi c  acest lucru este totdeauna posibil.

Problema 6. O pereche ordonat  (x, y) de numere întregi este un punct primitiv dac  cel mai
mare divizor comun al numerelor x ³i y este 1. Dându-se o mulµime �nit  S de puncte primitive,
demonstraµi c  exist  un num r natural n ≥ 1 ³i numerele întregi a0, a1, . . . , an astfel încât, pentru
orice (x, y) din S:

a0x
n + a1x

n−1y + a2x
n−2y2 + · · · + an−1xy

n−1 + any
n = 1.
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