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Clasa a IX-a

Subiectul 1.

Sa se determine toate functiile strict crescatoare f :N ——>N (N ={0,1,2,...}) cu
proprietatea, f(n—1)+ f(n)+ f(n+1)=3n,Vne N.

Conf.univ. dr. Andrei Vernescu
Subiectul 11
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Prof. univ. dr. Cristinel Mortici
Subiectul I11.

Sa se arate ca daca :

T
0<x<y<z< 2
atunci ,

(x +y)sinz+ (x—z)siny < (y+z)sinx
Profesori: Dan Sitaru , Leonard Giugiuc , Drobeta-Tr. Severin

Subiectul IV.

. . a+b b+c c+a 95
Dacaa, b, c>0si atb+c =S, atunci 1 !

. T . T . 2 = .
(1+c)2 (14m)2 (1+8)* 9452

W

dr. Dorin Mdarghidanu , Corabia

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect este notat de la 0 la 7 puncte.
Timp efectiv de lucru 3 ore.
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Clasa a IX-a - Barem de corectare -

Subiectul 1.
Sa se determine toate functiile strict crescatoare f :N ——>N (N ={0,1,2,...}) cu
proprietatea, f(n—1)+ f(n)+ f(n+1)=3n,Vne N.
Conf.univ. dr. Andrei Vernescu
Solutie :

Introducand in egalitatea din enunt n =1, se obtine
FO)+ £+ f(2)=3.
Valorile £(0), (1) si f(2) sunt numere naturale ordonate strict crescator
(fO)<fD)<f(2),

deoarece functia f'este strict crescatoare. Rezulta cd f(0)=0, f(1)=1 si f(2)=2.

Acest rezultat partial sugereaza ca ar avea loc egalitatea

f(n)y=n,VneN,

pe care o notdm P(n) si pe care o vom demonstra prin inductie matematica. Etapa de
verificare a fost parcursa, pentru n=1,n=2 $i n=3.

Fie acum n eN, oarecare, n >3 §i sd presupunem ca proprietatea este adevarata
pentru 1,2,3,...,n—1,n. Egalitatea din enunt ne da

(n-D+n+ f(n+1)=13n,

deunde f(n+1)=n+1. O

Subiectul 11

_ 1, L . N .
Fie 4 — {;k + Vki—4] kel k= 2}. Aflati %y, X7, %, E A stiind ca x, = max{xy, x5, 0, 2.} si
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Prof. univ. dr. Cristinel Mortici
Solutie:

1
. . 1 - >z -
Dacd x £ A.atunci x + = k=2 Notam ¥+ o ki Rezulta

ki + ky 4ot hy =2n+Lideci by =Rp = =hyy =2si Ky =3
3 45
Obtinem X = = Xp_{ =1 si 2y =E+"'?I



Subiectul ITI.

Sa se arate ca daca :
O=x=¥y<==<=35  atunci,

(x 1 y)sinz | (x g)siny < (y | 2)sinx

Profesori: Dan Sitaru , Leonard Giugiuc , Drobeta Tr. Severin
Solutie:

siny sinx xsiny—ysinx

¥y x Xy
xsiny —xsinx — ysinx + xsinx
= pe =
x(siny —sinx) — (y — x) sinx
xy
¥—x[ siny—sinx .
= x —sinx| =
xy L x—y
. —x +x
y—x 511‘13;2 cosyz )
= 2x —sinx| <
Xy y—x
y— x| y+x o
< ——|xcos—— —sinx| <
xy 1L 2
—x —x
- 4 (xcosx sinx)=—= cos(x tgx) <0
Xy X,
deoarece y = x;x < 12X
siny sinx
— i i i gmmmm mr o aw aemmm s
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¥ x
Analog:
ysinz <zsiny XxsinzZ< zsinx

Prin adunare:

x(siny + sinz)ysinz < ysinx + z(siny + sin x)
(x+ y)sinz + xsiny < (x + 2z) sinx + zsin y
(x+y)sinz +(x—z)siny < (y +z)sinx



Subiectul IV.

a+b b+c cto 95

D b,c>0si a+th+c =S, atunci = ‘
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dr. Dorin Marghidanu , Corabia
Solutie:
1 1 1
>
(1+x)* (1+y)* 1+xy
Demonstratie. Avem cu inegalitatea C-B-S:

lfx—l—}rje—l—y)z (1+y)?; (}r—i—xje—i—x)z (1+x)?

Lema. Dacd x, y> 0, atunci :

Deci,
1 1 1 1 1 1 1 1
+ = + = . + = .
2 z = L L L L
(1+y)*  (1+y) (x+y) (},+x] (x+y](x+y] x4y \JHr 4y x+y
( x ¥ )_ 1 x+y 1
1+xy 1+x x+y 1l+xy 1+xy'
Egalitatea se obtine daca T=foext=1=x=1, respectiv y =1
- Vv
X “
1 a 2
Din lema, rezulta : — - = ;
(1+b)2  (1+c)® 7 14be
b .
- =
[1+)2 [1+a)Z 14era’
& & - &
(1+a)® (1+b)® ~ 1+ab’
Prin adunarea acestor 3 inegalitati
a+b b+e c+a a b ¢
= - = =
(1+c)®  (1+a)* (1+b)*  1+bc 1+ca 1+ab
2 2 2 i 4 2 M
a b 4 & Bergstrom (a+b+c) __S $ _ S _%
a+abc  b+abc  c+abc a+b+c+iabc  S+3P 5+3,|FEE) 1+E 9+52
9
L1

Egalitatea se obtine cand S=3 si a=b=c=1.



