S. S. M. R. Colegiul National “ Al I. Cuza”
Corabia , Olt

Filiala Corabia

Concursul interjudetean de matematica
“DANUBIUS” - 2017
Corabia , Editia a 11-a

Clasa a X-a

Subiectul I.
a) Sa se dea un exemplu de numar complex z nereal si care nu este pur imaginar,
pentru care toate puterile naturale z " (cu n € N*) sunt, de asemenea nereale si nici

pur imaginare.
b) Sa se arate ca exista o infinitate de astfel de numere.

Conf.univ. dr. Andrei Vernescu

Subiectul I1
Fie a, b si c numere complexe distincte astfel incat |la| =|b| =|c|=1si a+b+c| <1.
a—b b—«¢ c—a (a—b)(b—c){c— a)

D trati '
emonstrati ca ‘a—i-b bte cLa (a+b)(b+ c)(c+ a)

Autori: Leonard Giugiuc, Romania si Kadir Altintas, Turcia

Subiectul I11.
Pentru x>0, ne N, demonstrati inegalitatea

(x+lj - x" - ln > 2" =2
X X

Prof. Marian Dinca , Bucuresti

Subiectul IV.

Rezolvati in R ecuatia 4/ € + f/w +7= \5/33 + 242 .
Profesori: Nicolae Tomescu (Corabia), Lucian Tutescu (Craiova)

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect este notat de la 0 la 7 puncte.

Timp efectiv de lucru 3 ore.
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Subiectul I.

a) Sa se dea un exemplu de numar complex z nereal si care nu este pur imaginar, pentru care
toate puterile naturale z" (cu n € N*) sunt, de asemenea nereale si nici pur imaginare.
b) Sa se arate ca exista o infinitate de astfel de numere.

Conf.univ. dr. Andrei Vernescu

Solutie : a)Fie z=coszv2+isin 72, Acest numar complex scris sub forma

trigonometrica este exprimat cu argument redus, deoarece 0 < 2 <2r si nu este real, pentru cd
argumentul sau diferd de 0 si 7, precum si nici pur imaginar, pentru ca argumentul sau difera de
/2 side 37 /2. Pentru orice numar n € N*, avem, in baza formulei Iui Moivre

2" = cos n2 +isin nzv/2. R
Aceasta putere a lui z nu poate fi un numar real si nici un numar pur imaginar. Intr-adevar, daca
numarul z” ar fireal, ar exista k € Z, astfel incat n;z\/E =km,de unde \/_ = E ,
n

egalitate imposibila, deoarece numarul V2 este irational.

< < 0 L . o A T
Analog, daca numarul z” ar fi pur imaginar, ar exista k € Z, astfel incat nr2 ==+ kx de unde

1 +k
J2 =2 , din nou egalitate imposibila.
n
Asadar, toate puterile naturale ale lui z, cu exponent nenul sunt nereale si nici pur imaginare.

b) In construirea numarului precedent s-a utilizat numirul irational V2. Constructia poate fi

efectuata alegdnd orice numar irational, in locul lui V2 . Intrucat existd o infinitate de numere
irationale, existd o infinitate de numere care indeplinesc cerintele din enunt. [

Subiectul 1T

Fie a, b si c numere complexe distincte astfel incat |a| =|b| =|c| =1sila+b4c|<1.
a—b N b—c¢ (a —b)(b—rc)(c—a)

a+b b+c (a+b)(b+c)c+a)|

Autori: Leonard Giugiuc, Romania si Kadir Altintas, Turcia

[
c+a

Demonstrati ca

Solutie:

Vom demonstra intai ca (a+ b)(b+ c)(c+a) #0.

Intr — adevar,daca prin absurd a+ b = 0, atunci
at+btec=c=|lat+b+c| =lc =1,contradictie .

Consideram in planul complex punctele A(a),B(b),Clc) si cereul w:|lw| = 1.
CumA+B+C#As5i AEBC €w,deducem ca ABC este triunghi



Fie 0(0) centrul lui w .Conform teoremei lui Sylvester ,Hla+ b
+ r?) este aritorentril AABC .
Din ipoteza deducem ca OH < 1.
Daca,prin absurd, AABC nu este ascutitunghic, atunci H nu se afla in interiorul lui w =
OH=1=>|la+ b +c| = OH ,contradictie . Deci AABC este ascutitunghic . Avem :
|b —c|=BC=2sind ,|c—a|l=CA=2sinB ,la—b| =48 = 2sinC,
|b+¢c|=AH =2cosd ,|lc+a|l =BH =2cosB ,la+b|l=CH=2cosC .

— c—a a—b
De unde =tan4d, |=tanB 51 ‘=tanC.
C c+a a+b
It concluzie,
‘ﬂ'—b b-c 'c_“|—1;a A+tanB +tanC si
a+b b+ ¢ le +al " " nEst
—BY(b— _
(a ) c)(c—a) =tanAtan Ftan |
(a+b)(b+c)(c+a)

Cum in orice triunghi nedreptunghic ABC avem tand +tanB + tan C
=tandtan EtanC ,deducem
a—b‘ h—r¢ (a—b)(b—c)(c—a)

attl bre @i (btocra)l

|C‘—ﬂ|

|c+c1

Subiectul I1I.
Pentru x>0, ne N, demonstrati inegalitatea

[wel) -x- bz 2

X x"

Prof. Marian Dinca , Bucuresti
Solutia 1 (prin inductie) : Incazul » = 0,1, 2, avem egalitate.

3
1 1 1 1
Pentru: n=3,avem: (x'i'_j —X3 ——3=3-x+3'—=3(x+—j26:23—2; deoarece: x+122_
X X X X X

Presupunem ca inegalitatea este adevaratd pentru # §i o demonstram pentru 7z +1.

pie £(n)={ 1] < =222 () x| (s | o )
X X X

X

n+ n+l
IR D 1 1 N 1
:(x+—j _xnl_x"“ —X l_x"‘l asa ci: (x+—j —x"—— =f(n)~(x+—j+x —,

X X

deci: f(n+1) =f(n)-[x+lj+x”1+%.

X X

. 1 1
Folosind acum inegalitatea mediilor, sau inegalitatile: X : +—22, x+—22, obtinem ci:
X x

f(n)-[x+lj+x”l+%2 (n)-2+22(2"-2)2+2=2"" -44+2=2""-2=
X X

= f(nt+1)22"-2.,
Solutia a 2-a: Dezvotand dupa formula binomului lui NEWTON, avem:

1Y I NG (1Y 1Y
()H'_) :xn+qxnl';+cjx 2(;)+...+C:x k’(‘j ++(;j si tinand seama de faptul ci:

X X



Cch+C* " -1 k
Ck — Cn—k —__n n 1 < = 1
o 2 obtinem: (JH‘—j —X'——=>Cx"™" (; .

X k=1

Grupand acum termenii din membrul drept al relatiei (1), doi cate doi, de forma:

Cirt G]kw:"xk-@” (Ck an]{ U ( ] }

k —k
w1 1 e 1 e 1
si tindnd seama de faptul ca: X ¢ (;j +x* (;j =x"*+ =7 >2, X" =7 =2, obtinem:

n—1 k k n—k n—1
Cfxn-k.(ij ZZ(%JQ: C o2 2.
X

k=1

Subiectul IV.

Rezolvati in R ecuatia \/; + \3/ r+7 = \5/ x+242 .

Profesori: Nicolae Tomescu (Corabia) , Lucian Tutescu (Craiova)

Solutie :

Evident x > 0 .Dovedim ca x = 1 este solutic unica . Ridicam relatia la puterea a 5-a . Rezulta
o)+ s(=) YT (=) () e o(=) ()
s(Vz)(Jz+7) +(Jzr7) =et+212 & |
= 5(\/?)43/m+ 10(\/?)3 (E/W)2 +1o(\/?)2(3 z + 7)3 +
5(\/?)(E/m)4 + (E/W)5 = 242

Notam cu E(x) expresia din membrul sting din ultima ecuatie.
Pentru x<1,avem E(x) <242, iar pentrux>1,avem E(x) >242.



