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Clasa a XI-a

Subiectul 1.

Se considera numerele strict pozitive a,aq,,q,,4a,,...,a, , astfel incat are loc inegalitatea
a*+n-12a'+a,+..+a,, VxeR.
Sda searatecd a=aa,ay-...-qa,.

Conf.univ. dr. Andrei Vernescu
Subiectul I1
Fie f,g:R—(0,00) functii derivabile , astfel incat ,
lim (8(x)In f(x) - x)=o0 .

X—>00

Demonstrati ca exista ¢ € R astfel incat

g@n fe)-ge) LD >1

f(©

Prof. univ. dr. Cristinel Mortici

Subiectul 111.

Fie n€N, n>2 si A€M, si f:M,(C) —->M,(C),
f(X)=AXA+XAX . Aratati ca f nu este injectiva .

Prof. [lon Nedelcu |, Ploiesti

Subiectul IV.

Fie A € M,(C), o matrice care verfica egalitatea A* + 547 + tr(4)A = 54% + det(4) L.
Sa se determine trA4.
student Luigi-lonut Catana

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect este notat de la 0 la 7 puncte.
Timp efectiv de lucru 3 ore.
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Subiectul I.

Se considera numerele strict pozitive a,aq,,q,,4a,,...,a, , astfel incat are loc inegalitatea
a'+n-12 a'+a,+..+a,, VxeR
Sa searatecda a=aa,a,-...-qa,.

Conf.univ. dr. Andrei Vernescu
Solutie :

Inegalitatea este echivalenta cu
a —12(a; =1)+(a; —D+(a; ) +...+(a, -1),VxeR.
Pentru x > 0, se obtine
a* -1 >alx—1+a§—l a, —1

+..+ , (1)
X X X X

deci, trecand la limita pentru x tinzand spre zero prin valori pozitive, adicad avind in vedere limita la
stanga, se obtine, Ina >Inag, +Ina, +Ina, +...+1na, , adici, Ina=Inaa,a;..a,,

de unde, in baza monotoniei functiei logaritm natural,

az=aa,a,...a, (1"

Analog, pentru x <0 se obtine inegalitatea de sens contrar lui (1), adica
a* -1 _a'-1 a -1
<A —4 =2+ 4 )
X X X X

de unde, prin considerarea limitei pentru x tinzand spre zero prin valori negative, adicd avand in
vedere limita la dreapta, iar apoi procedand analog, se obtine inegalitatea

a<aa,a,..a,. (2"

X
a, —1

Din inegalitatile (1') si (2') rezulta prin antisimetrie, egalitatea ceruta. [



Subiectul I1

Fie f,g:R—(0,00) functii derivabile , astfel incat ,
lim (g(x)In f(x) - x)=o0 .
X—>0
Demonstrati ca exista ¢ € R astfel incat
S
g'()In f(c)-g(c)-
f(c)

Prof. univ. dr. Cristinel Mortici

Solutie. Prin absurd,

j-r

g In f + g5 < 1.
Rezulta h
b (g’ In f + QTT) = =) = =) =1,
deci h{x) = gln f — = descr. In acest fel, ea nu poate avea limita oo la oc.
Subiectul II1.

Fie n€N, n>2 si A€M, si f:M,(C) —-M,(C),
f(X)=AXA+XAX . Aratati ca f nu este injectiva .

Prof. [lon Nedelcu |, Ploiesti

Solutie

eDacaA=0, = f(X)=0, = f nuesteinjectiva.

eDacaA#0, ,fice w€C cu w3=1siw#1.

Cum: f(WA) =wA'+w2A* i
f@2A)=w2A’+wA’ .

Din o A#w?2A si f(wA)= f(w2A) = f nueste injectiva .

Subiectul IV.

Fie A € M,(C), matrice care verficd egalitatea A* + 547 + tr(4)A = 54% + det(4) L.
Sa se determine trd.
student Luigi-lonut Catana

Solutie. Din enunt avem A* —5A4% +44% = A* — r(A)A+ det(4) I, . Dar conform teoremei
lui Hamilton-Cayeley avem A* tr(A4)A4 | det(4) I, = 0,.
Rezulti ci A% —54° +44% =0, sau A%(4* — 54 +4L,) = 0,.
Daca det(A4) # 0 atunci A2 — 54 + 41, = 0, , de unde avem ci dacid 4 = al, atunci avem ,
a* —5a+4=0deunde a =2 sau a = 3. Deci tr(4) =4 sau trd = 6.
Dacid A = al, , aunci identificand coeficientii egalititii A* —5A4 +4I, = 0, obtinem trd = 5.
Dacéa det(A)=0 atunci avem conform Hamilton-Cayley ,
A2 =r(A)A = A® =tr(4)°4A = 4* = tr(4)%4  Notam trA4 = t. Din ipotezi obtinem ,
t*(t* —5t+4)=0deunde t=0,t=2sau t =3
Deci tr4 = {0; 2;3; 4; 5; 61 . Pentru fiecare valoare a urmei se construieste o matrice A
care verifica ipotezele .



