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Clasa a XII-a

Subiectul 1.

Se considera aria subgraficului functiei convexe f :[n,n+1]—R’ (neN¥*) definita de
egalitatea f(x)=1/x, pentru orice x €[0,1]. Se minoreaza aria subgraficului functiei f cu aria
trapezului dreptunghic determinat de axa Ox , dreptele paralele cu axa Oy de ecuatii
x =n,x =n+1si tangenta la grafic dusa printr un punct (c,1/ ¢) al graficului functiei, ¢ € (n,n +1).

Sa se determine pozitia punctului c astfel incat aria trapezului mentionat sa fie cea mai mare
posibil si sd se precizeze inegalitatea obtinuta.
Conf.univ. dr. Andrei Vernescu
Subiectul I1

Fie f=X*+aX*+ bX + ¢ € R[X] si x;,X,,x3 radicinile ecuatiei f(x) — 0.
a) Dacilal® < 2|bl, atunci exista k €{1,2,3} astfel incat x, € C\ R .
b) Dacid b,c > 0 (saub, c < 0), atunci existd ke {1,2,3} astfel incat |x;| < 3—: .
dr. Dorin Marghidanu , Corabia
Subiectul I11.

dx
x"+nx+1

Sa se calculeze [im
n—> Inn

O';.h—l

Prof. Lucian Tutescu (Craiova), dr. Dorin Marghidanu (Corabia)
Subiectul IV.
Fie a,,a.,...,a, = (0,o); n € M~. S se arate ca,
n 1 2
e
Z J ———dx < ne
ap +1

k=1 -1
Prof. Daniel Sitaru , Drobeta Tr.—Severin

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect este notat de la 0 la 7 puncte.
Timp efectiv de lucru 3 ore.
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Clasa a XII-a
Subiectul 1.

Se considera aria subgraficului functiei convexe f :[n,n+1] >R’ (neN¥) definita de
egalitatea f(x)=1/x, pentru orice x €[0,1].Se minoreaza aria subgraficului functiei f'cu aria
trapezului dreptunghic determinat de axa Ox, dreptele paralele cu axa Oy de ecuatii
x=n,x=n+1si tangenta la grafic dusa printr un punct (c,1/¢) al graficului functiei, ¢ € (n,n+1).

Sa se determine pozitia punctului c astfel incat aria trapezului mentionat sa fie cea mai mare
posibila si sd se precizeze inegalitatea obtinuta.

Conf.univ. dr. Andrei Vernescu
Solutie.
a) Fie ¢ € (n,n+1), oarecare. Notam cu A si respectiv B punctele de coordonate (n,0) respectiv

(n+1,0). Ecuatia tangentei la grafic in punctul de abscisa c este , y 1 = —Lz(x -c),
c c

. 1 2 . .. .
adica , y=-—x+—. Aceastd tangentd intersecteaza dreptele de ecuatii x=n si x=n+1
c c
. . 2
in doud puncte pe care le notdm A' si B'. Pentru x=n se obfine y = —£2+—,
¢ <
. n+l 2 . . .
iar pentru x=n+1, y, =-——+—. Deci aria trapezului ABB'A"este
c c
1 I1({ n n+l 4 1(4 2n+l
S=—(y,+y )(n+D)—n)=—| ——- +—| == —- .
2(yA yB )(( ) ) 2( CZ c2 cj 2(0 C2 j

Notam aceasta arie care depinde de ¢ (este functie de ¢) cu S(c). Deci  S(c) = %(i— 2n jlj

C C

Asadar | S'(c):%(_i+2(2”+l)j: 4n+2-4c _2n+1-2c

c’ c’ 2¢° c’
Deci S'(c) =0 daca si numai dacid ¢=n+1/2. Intrucat derivata S'(c) este pozitiva la stinga
radacinii si negativa la dreapta ei, rezultd ca punctul c=n+1/2 este un punct de maxim. Deci

c=n+1/2 este pozitia cerutd in problema, a punctului ¢ pentru care aria trapezului 4BB'A4'este
1

n+1/2

e A - 2 . N . ..
maxima. Aria corespunzatoare este S( j = 3 . Intrucat aria subgraficului functiei f
n+

n+l
este J. —dx=Inx|""'=In(n+1)-Inn, s-a obtinut inegalitatea In(n+1)—Inn >
X

n

2n+1



Subiectul 11

Fie f=X* 4+ aX*+ bX + ¢ € R[X] si x;, X, , X3 radicinile ecuatiei f(x) =0.
a) Dacilal? < 2|bl, atunci existd k e{1,2,3} astfel incit x; € C\ R .

b) Dacd b,c = 0 (saub,c < 0), atunci existd ke {1,2,3} astfel incat |x;| < 3—:
dr. Dorin Marghidanu , Corabia

Solutie:

Cu relatiile lui Viete , avem:

Si=xi+x:4+x3=—a;S;:=x;¥: +x:x53+x3x,=h;S5;=x;x¥:3%3=—r
a) Cumavem xi +x3 +x3=57—25,=a*—2b<0,

rezultd cd nu toate radacinile sunt reale.
b) Presupunem prin absurd cd |x,| = ? (W) ke {1,2,3]}. Atunci,

1 1 1 b b b b S, X Xo + XaXay + X3X4
+—+ <—+—+—:—:—:|
lx;l  lx|l lx3] 3¢ 3¢ 3¢ ¢ S, X X5 X3
1 1 1 ..
Contradictie !

1 1
=|=+=+—=

1 E X3 A |25 | |2 |

Subiectul I11.

1

. dx
Sa se calculeze lim J. m )
noeo Inn 3 x +nx+1

Prof. Lucian Tutescu (Craiova), dr.Dorin Marghidanu (Corabia)

Solutie:
) 1 1 1 )
Pentru n > 1 si x€[0,1], avem: < — < . Deci,
nx+2 x " +nx+1 nx+1
1 1 1 1
dx dx dx 1 +2 dx 1
[ <[ < | csau IS < [ <—In(n+1).
nx+2 x +tnx+l1 o hx+1 n 2 0 X tnx+1l n

0
In(n+2)-In2  n + dx In(n+1

Deci, rr2)-In2 = < In(m+1)

Inn Inn 0 X +nx+1 Inn

+2)- +
In(n+2) ln2=lim In(n 1)=1

Cum : )
n—>00 Inn n—o Inn

9

. . n dx
rezulta cu lema « clestelui », lim I — =
nso Inn 5 x"+nx+1




Subiectul IV.

Fie a,,a., ,a, € (0,=:); n e N*. Sase arate ca,

mn 1 2
eJ('
dx < ne
Z faiﬁ—l—l

k=1 _1

Prof. Daniel Sitaru , Drobeta Turnu—Severin
Solutie :

Pentru k € 1,n; k — fixat:

! ¥ -:-' ¥E ! ¥ 0 ¥ ! ¥
f‘g d JE dx—l—fe d f’g dx+f€ dx
x: - —_—= — _— e
ap +1 ap +1 a, +1 a,” +1 ap +1
—1 —1 0 1 0
1 2 1 2 1 2 1
aye” e* e* (ai +1) .
= | — dx + | — dx== | —————dx=|e" dx<e
ap +1 ap +1 arp +1
L0 D . 0 0
In prima integrala am folosit ¥ = —x.

Dacid f:[0,1] = R; f(x) = e*";f"(x) = 2xe™ = 0; (V)x € [0,1] rezultd
e* <e;(V)x € [0,1]. De aici:

1
fexzdx{e

0
Trecand la suma , obtinem :

n 1 2
ex
dx < ne
Z fajg—k 1
k=1_-1



