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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a 12-a

Problema 1. Fie f: [0,00) — (0,00) o functie continua. Aratati ca:
(a) Existd un numar natural ng, astfel incat oricare ar fi numarul natural n > ng, exista un
unic numar real x, > 0 pentru care

n/o F(t)dt=1;

(b) Sirul (nx,)n>n, este convergent si determinati limita sa.

Solutie. (a) Fie F: [0,00) — R, F(z) = [} f(t)dt. Rezulta c& F este derivabild gi strict
crescdtoare, in particular, injectiva. Daca a = sup,>q F’ (z) € R, alegem ng € N*, astfel incat
OO > L o 2 puncte

Daca n € N, n > ng, atunci F(0) =0 < 1/n < 1/ng < a si cum F este continua si injectiva,
exista un unic z, > 0, astfel Incat F(zy) =1/n. ..o 1 punct

(b) Cum F(xzpy1) =1/(n+1) <1/n = F(x,), n > ng, si F este strict crescatoare, rezulta
ca sirul (z,,)n>n, este strict descrescator, deci convergent. ...................c.o.oi... 1 punct

Din continuitatea lui F' rezulta ca F(limy, oo xn) = limy o0 F(x,) = 0 = F(0), iar din
injectivitatea lui F' obtinem lim,, oo T, = 0. .. o 1 punct

Din teorema de medie, aplicata functiei f pe intervalul [0, x,,], exista t,, € (0, z,,), astfel incat
F(xn) = xnf(tn), deci nx, = 1/f(t,). Cum lim, ,~ t, = 0, din continuitatea lui f rezulta ca
My, oo Ry = 1/ F(0). oo 2 puncte

Problema 2. Fie n un numar natural nenul, fie a1 < --- < a, numere reale si fie by, ..., b,
numere reale arbitrare. Aratati ca:

(a) Daca toate numerele b; sunt strict pozitive, atunci exista un polinom f cu coeficienti
reali, care nu are nicio radacina reala, astfel incat f(a;) =b;, i =1,...,n;

(b) Exista un polinom f de grad cel putin 1, care are toate radacinile reale, astfel incat
f(al) :bi, 1= 1,...,77,.

Solutie. (a) Daca ay, ..., a, sunt numere reale distincte doua cate doua si by, ..., b, sunt
numere reale arbitrare, polinomul de interpolare

are gradul cel mult n — 181 g(a;) =bi, i =1, .. n. oo 1 punct

Fie b = min (by,...,by), fie b, = \/b; —b/2, i = 1,...,n, i fie g polinomul de interpolare
pentru punctele ai, ..., a, si valorile b}, ..., b},. Polinomul f = g? + b/2 are proprietatea din
CIIUII. oo e 2 puncte

(b) Procedam prin inductie dupa n. Daca n = 1, polinomul f = X — a; + by indeplineste
conditia din enunt. Fie n > 2 si presupunem proprietatea adevarata oricare ar fi numerele reale
a1 < --- < ap_1 $i oricare ar fi numerele reale by, ..., b,_1.



Daca exista un b; = 0, din ipoteza de inductie exista un polinom h, care are toate radacinile
reale, astfel incat h(a;) = b;/(a; — a;), oricare ar fi indicele j # i. Polinomul f = (X — b;)h
satisface conditiile din enunt. ...... ... . 2 puncte

Daca toate numerele b; sunt nenule, fie I = {i =1,...,n — 1| b;bj+1 > 0}.

Daca multimea I este vida, polinomul de interpolare g satisface conditiile cerute.

Daca I are k elemente, k > 1, pentru fiecare indice ¢ din I, alegem numerele reale a] si
b, astfel incat a; < a) < a;41 si bib, < 0. Polinomul de interpolare pentru punctele ay, ...,
an, @y, ..., ap si valorile by, ..., by, by, ..., b} are gradul cel mult n + k — 1 si cel putin
n—k—1+4+ 2k =n+ k — 1 radacini reale, deci indeplineste conditia ceruta. ........ 2 puncte

Problema 3. Fie G un grup finit care are urmatoarea proprietate: pentru orice automorfism
f al lui G, exista un numar natural m, astfel incat f(z) = a™, oricare ar fi z € G. Aratati ca
G este comutativ.

Solutie. Fie a si b doud elemente din G, astfel incat orda |ord b, fie f: G — G, f(z) = bxb~ !,
si fie m € N*, astfel incat f(z) = 2™, oricare ar i z € G. Cum b = f(b) = b"™, rezultd ca
b~ = e, deci ordb|m — 1. Atunci si a™ ! = e, deci a = a™ = f(a) = bab~!, de unde ab = ba.

(1) Fie |G| = p{* - - - pp* descompunerea canonicé in factori primi distincti a ordinului lui G si fie
Gi={x:z¢€ G,xp?i =e},i=1,...,k. Cum orda|ordb sau ord b |ord a, oricare ar fi a,b € G},
rezultd ca ab = ba, oricare ar fi a,b € G;. Daca a,b € G;, atunci (ab)p?i = aPi B = e, deci
ab € G;. Rezulta ca G; este subgrup comutatival lui G,i=1,... k. ............... 2 puncte
(2) Daca a € G; si ¢ € G, atunci (:Eax_l)p?i = zaPi 77! = e, deci zaz~! € G;. Prin urmare,
dacid a € G; sib € Gj, i # j, atunci aba b~ = a(ba=1b71) = (aba™ 1)o7t € G; NG = {e}, deci
D = B, oo 1 punct
(3) Fie n; = |G|/pi". Cum (ni,...,n,) = 1, existd f1, ..., By in Z, astfel incat Zle Bin; = 1.
Atunci, pentru orice x € G, rezultd ci z = z' = ATt = phine o pBee — gy gy
unde z; = 2™ € G, i=1,... k.

Din (1), (2) si (3) rezulta cerinfa. .......... ... 2 puncte

Problema 4. (a) Dati un exemplu de functie continua f: [0,00) — R, astfel incat

1
lim

Hoxz/0 fe)de=1,

dar f(z)/z nu are limita cand x — oc.

(b) Fie f: [0,00) — R o functie crescatoare, astfel incat

Y _
lim /0 f(t)dt =1.

z—o0 12
Aratati ca f(z)/x are limita cand = — oo i determinati valoarea acesteia.

Solutie. (a) Fie f: [0,00) — R, f(z) = 4x(cosx)?. Evident, f(r)/z = 4(cosz)? nu are
limita cand x — oo si

1 [* 1 1
lim / ft)dt = lim — <x2+$sin2x+2(:os2x) =1.
0

T—00 2 T—00 2

2



Un alt exemplu de astfel de functie este x + 2x + 22 cos 22, & > 0; verificirile sunt evidente.

..................................................................................... 1 punct
(b) Fie € € (0,1) si fie ac > 0, astfel incat
xX
(1_3n2</‘ﬂww<¢1+8m% (1)
0
OTICATE AT fl T > Ge. o vv ettt e 1 punct

Fie be = a./(1 —€) si > b.. Cum x — ex, x si x + ex sunt strict mai mari decat a., rezulta

ca

/%“ﬂwa<a+8m—@%2$ /Hﬂﬂwm<u+8m+q%? @)
0 0
..................................................................................... 1 punct
Din (1) si (2) rezulta ca
x B x B T—€x NS P 2
[ rwa= [ roa- [ pmars 0 - - a+ -

=2%e(1—€e)(2—e+€?) si

(3)
T+ex T+ex x
/ f(t)dt = / f(t)dt — / fO)dt < (1+ A1 +e)?x? — (1 - 2)a?
T 0 0
— 2 2
=z%€(1+€)(2+€e+€).
..................................................................................... 1 punct
Cum f este crescitoare, rezulta ca
T T+ex
[ tmazare s [ ezt
deci
1 T 1 T+ex
— f)ydt < flx) < — f(t)dt
€T T—€ET €T T
.................................................................................... 2 puncte
Tinand cont de (3), obtinem 2 — 3¢ + 2¢2 — 3 < f(x)/x < 2 + 3¢ + 262 + €3, oricare ar fi
T > be, e, f(x)/x =2 cAnd T — 00, ... 1 punct



