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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a 11-a

Problema 1. Spunem ca o functie f : R — R are proprietatea (P) daca oricare ar fi un
ir de numere reale (z,),>1 cu proprietatea ca sirul (f(zy))n>1 este convergent, rezulta ca sirul

S
(xn)n>1 este convergent. Demonstrati ca o functie surjectiva cu proprietatea (P) este continua.

Solutie. Fie a,b € R astfel incat f(a) = f(b). Sirul (2, ),>1 definit prin formula urmatoare
a, n par

Ty = este convergent deoarece sirul ( f (xn))

. este convergent. Rezulta f
b, n impar

n>1

injectiva. Cum f este presupusa surjectiva, este de fapt inversabila ........................ 2p
Fie g € Rsi (zp)n>1 un sir convergent la xg. Sirul (f(f_l(xn)))n>1 este convergent, prin ur-

T, n =2k

rg, Nn=2k-—1

COMVETEE 1A )« oottt e e e e e e 2p

mare sirul ( f _1(mn))n>1 este convergent. Sirul (y,)n,>1 dat de formula y,, = {

Rezulta ca sirul (f_l(yn)) -, este convergent, deci lim f yan) = lim £~ Y(y2n-1), adica
n=>1 n—00 n—00
lim f~Y(z,) = f(zo). Deoarece g a fost ales arbitrar, rezulti ca f~' este continua pe R . 2p
n—oo

Cum inversa unei bijectii continue este functie continua, f rezulta continua pe pe R ....1p

Problema 2. Fie Ay, Ay, ..., A € M, (R) matrice simetrice. Demonstrati ca urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1) det(A3 + A3+ .-+ A2) =0;
2) pentru orice matrice By, Ba, ..., Bx € M,(R) are loc relatia

det(A131 + A9By 4+ -+ + AkBk) =0.

(O matrice X este simetrici daci ea coincide cu transpusa sa X*).

Solutie. Demonstram 1) = 2). Din det(A% 4+ A3+ -+ A?) = 0 rezultd c4 existd o matrice
X € Mp1(R),X # Oy, astfel ca (A2 + A2+ .-+ A2)X = O, (sistemul omogen atasat are
solutie nebanala). ... ... . 2p

Rezultd X'(A2+ A3+ +A2)X = Oy, deci XTA A1 X + X AL Ao X ++ -+ X ALALX = O,
Dacd notam A; X =Y, =1,2,...,k, obtinem Y'Y} + YJY5 + -+ + Y'Y}, = O,,. Rezulta astfel
AiX:OnJ, adica AﬁXZOnyl,Z': 1,2,...,]{3 ............................................. 3p

Pentru orice matrice By, B, ..., B € M, (R) avem (BjA! + BAL + -+ B AL )X = O, 1,
adica sistemul (B{A; + BYAs + - 4+ BLAL)X = O, are solutie nebanald si deci

Implicatia 2) = 1) este evIdenta. ............ooiuiiiiii i 2p

Problema 3. Fie n > 2 intreg si A, B € M,(C). Daci (AB)? = O,, rezulti oare ci
(BA)? = 0,7 Justificati raspunsul.



Solutie. Vom arita ca raspunsul este afirmativ pentru n < 3 si negativ pentru n > 4.
Matricele C = AB si D = BA au aceeasi urma si determinatul fiecireia este nul. Daci C? = O,,
atunci D3 = BOZA = O oo 2p

Pentru n = 2, matricele C si D au acelasi polinom caracteristic Po(X) = Pp(X) = X?—aX,
cua = trC = tr D. Din ipotezi si teorema Cayley-Hamilton se obtine O,, = C3 =
ci a = 0 sau C? = 0. Ambele variante conduc la concluzia D> =aD =0, ................. 1p

In continuare putem presupune ca C? # O,,.

Pentru n = 3, polinoamele caracteristice sunt Po(X) = X3 —aX?2+bX si respectiv Pp(X) =
= X3 —aX?+cX. Din aC? = bC rezultd bC? = O,, incat b = 0. Prin urmare, avem aC? = O,,
de unde @ = 0 ..o 1p

Aplicand inca o dati teorema Cayley-Hamilton, se obtine D* = —¢D?. Cum D* = BC3A =
= O, rezultd cD? = O, astfel ca fie D? = O,,, fie ¢ = 0. Ambele variante conduc la concluzia
D3 = O o 1p

Fie acum n = 4. Exemplul

1 000 0100
A 0001 . B= 0001
0010 1 000
0010 00 0O
arata ca este posibil s avem (AB)3 = O, 81 (BA)? # Op o ovoovii i 1p

Pentru n > 5 construim un exemplu punand in coltul din stanga-sus al matricei nule O,
matricele A, B de ordin 4 de mai SUS . ... ...utttt it e 1p

Problema 4. Fie f : [a,b] — [a,b] o functie derivabild cu f’ continui si strict pozitiva.
Demonstrati ca exista ¢ € (a,b) astfel incat

FUF®) = £(£(a) = (f'()* (b~ a).

Solutie. Se observa ca functia f este strict crescatoare.
Aplicand teorema de medie, pe intervalul [f(a), f(b)] gasim ¢; € (f(a), f(b))

Aplicand din nou teorema lui Lagrange pe intervalul [a, b] gasim cs € (a,b) astfel incat

fb) = fla) = f(c2)(b - a).

Din relatiile precedente rezulta

FUF®) = f(f(a) = f'(cr) [ (c2) (b — a).



Cum f' > 0 rezulta ca /f’(c1)f'(c2) este cuprins intre f/(c1) si f'(cz). Cum f’ are pro-
prietatea lui Darboux existd ¢ intre ¢ si co astfel incat f/'(¢) = v/ f'(c1)f'(c2), ceea ce este
echivalent cu

filen)f'(e2) = £'(e)*.

In concluzie



