Olimpiada Nationald de Matematica
Etapa Nationala, Timisoara, 20 aprilie 2017

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE — CLASA a IX-a

Problema 1. Fie ABC un triunghi neisoscel, cu centrul de greutate G si centrul cercului
inscris 1. Aratati cd GI 1 BC daca si numai daca AB + AC' = 3BC.

Solutie. Cu notatiile uzuale au loc egalitatile

o b 1\ — c 1\ —
I=Al -AG=(———-|AB— | ——— — = =
¢ ¢ <a—|—b+c 3) (a—l—b—i—c 3) ¢

1 _ _
= ((2b—a—c¢)AB + (2c —a — b)AC) .
3(a+b+c)(( a—c) +(2c—a )C)
........................................................................................... 2p
Atunci GI L BC <= GI-BC =0<= ((2b —a— ¢)AB+ (2c — a— b)AC) - (AC — AB) =
............................................................................................ 2p

Deoarece AB-AB = ¢?, AC-AC = b si 2AB - AC = b+ ¢? — a2, ultima relatie este echivalenta
cud(b—c)(b?+c?—a?)—2(2b—a—c)c?+2(2c—a—b)b? = 0, sau (b—c)(a+b+c)(=3a+b+c) =0

Problema 2. Fie ABCD un patrat. Consideram punctele E € (AB), N € (CD) si
F,M € (BC), astfel incat triunghiurile AMN si DEF sa fie echilaterale. Aratati ca

PQ = FM,
unde {P} = ANNDE si {Q} = AM NEF.
Solutie. Deoarece AABM = A ADN(IC) si A DAE = A DCF(IC), rezulta ca m(m) =

m(D/AJ\V) = m(A/D\E) = m(C/D\F) = L 1p
Atunci AABM = AADN = ADAE=ADCF(CU)si AAMN=ADEF ............... 1p
Rezulta ca ADNE este un dreptunghi, deci P este mijlocul comun al segmentelor [AN] si [DE].
In triunghiul echilateral DEF avem atunci PF L DE. ... 2p
Deoarece m(DAM) + m(ADE) = m(DAM) + m(BAM) = 90°, rezulta ca AM 1 DE. Astfel,
AM (| PF e 1p
Deoarece m(m) = m(ﬁE\Q) = 60°, patrulaterul PAEQ este inscriptibil, astfel ca m(F/P\Q) =
m(EPF) — m(EPQ) = 75°. Cum m(MFP) = 180° — m(CFD) — m(DFP) = 75°, ........ 1p
rezulta ca patrulaterul MQPF este un trapez isoscel, deci [PQ| = [FM]................... 1p

Problema 3. Fie a si n doua numere naturale nenule fixate.
a) Aratati cd exista n numere naturale nenule ay,as, ..., a, astfel incat

1 1 1 1
1+-=(14— 1+— ... (14+— ).
a aq ao an,

1
b) Demonstrati ca numarul reprezentarilor de forma de mai sus ale lui 1 4+ — este finit.
a



Solutie. a) Daci a; < as < --- < a,, sunt numere naturale nenule consecutive, rezulta ca

1 1 1 1
(1+><1+>...<1+>—a"+ .
al a9 an, ai

Alegand ay = an + k — 1,Vk = 1, n, obtinem
<1+1) (1+1>...(1+1> _antn g4 1
ai as n, an a

b) Este suficient sd demonstram prin inductie dupa n € N* proprietatea
P(n) : ?Pentru orice numar rational ¢ > 1 exista cel mult un numar finit de alegeri a n numere

n
1
naturale nenule a1 < a9 < --- < a, astfel ca H <1 + > =gq.7
ag
k=1

Propozitia P(1) este evident adevarata. .............ouiiiiiii e, 1p
Presupunem ca propozitia P(n) este adevarata pentru un numar natural nenul n.

Fie ¢ € Q, ¢ > 1. Consideram ca exista n+ 1 numere naturale nenule a; < as < -+ < ay41 astfel
n+1

1 1 n+1
incat H (1 + ) = ¢. Atunci, din inegalitatile 1 + — < ¢ < (1 + ) , obtinem a; € A,
el ag ai a

unde A = <¢%’ W] N N* este o multime finitd. Pentru a; € A, fixat, notam ¢; = ﬁ.
Avem ¢; € Q, ¢1 > 1. Conform P(n), numarul de alegeri a n numere naturale ag < -+ < apy1,
n+1
cu proprietatea H <1 + ) = q1, este cel mult finit. Deducem ca numarul de alegeri a n + 1
k
k=2

n+1
numere naturale nenule a; < az < --- < a1, cu proprietatea H <1 + ) = ¢, este finit.
ag
k=1

Rezulta ca propozitia P(n 4 1) este adevarata. ......... ..., 3p

Problema 4. Fiea,b € R, cu0 < a < b, iar f : R — R o functie care satisface proprietatea
f (x2 + ay) > f (:c2 + by) , pentru orice z,y € R. ()

a) Aratati ca f(s) < f(0) < f(t), pentru orice s < 0 si t > 0.
b) Demonstrati ca f este constanta pe intervalul (0, 00).
c¢) Dati un exemplu de functie nemonotona f : R — R cu proprietatea ().

Solutie. Pentru u,v € R, conditia necesara si suficienta ca sistemul de ecuatii

2+ ay = u
>+ by=v
sa admita solutii este av < bu, o solutie fiind (:E = bz:gv,y = %) In acest caz, rezultd ci

f(u) > f(v).
a) Pentru s < 0, alegand = = /7% si y = ;% avem f(0) = f(z? 4+ ay) > f(2® + by) = f(s).



............................................................................................ 2p
b n
b) Fie ¢ = f(1). Vom demonstra prin inductie dupa n € N* ca f(u) = ¢,Vu € [(Z)n, <> ]
a
: a bl .
Pentru orice u € [b’ ] , sistemele
a
22 +ay=1
22 +by=u
si
x +ay=u
2?2+ by =1

admit solutii, de unde rezulta ca ¢ = f(1) > f(u) > f(1) = ¢. Atunci f(u) €[4 f}.

=c,Vu
Presupunem acum cd pentru un n € N* are loc f(u) = ¢,Vu € [ % n g ] Pentru orice

U € [( )n—H , (g)nﬂ}, sistemele

22+ by =u

si
m2+ay:u
2 +by = (3)"

admit solutii, astfel ca ¢ = f ((Q)n) > fu)>f ((%)n) =c.

a

Rezulta f(u) = e, ¥ € [(£)", (2)"] o 2p

a

Pentru orice t > 0 exista n € N* cu proprietatea ca t € [ T

= 1+ n] Din inegalitatea lui

Bernoulli avem [Hnlba“ ;14 nb;a} C [(%)n ) (3)”}, deci t € [(%)n ) (S)n}

Obtinem U [(%)”, (Q)n] = (0,00), de unde rezulta ca f este constanta pe (0, oo) .......... 1p

a

) Fiet < 6 oarecare. Daca =,y € R au proprietatea ca %+ ay < t, atunci y < - §1 rezulta ca
?+by=a+ay+ (b—a)y<t(l+ T) = %. Functia f; : R — R definita prln

1 , daca x € [t,00)
_ ) alt—=)
fi(x) = fla—p) - dacazc ( ,t)
0 , daca x € ( o, %]
satisface conditia din enunt si nu este MONOLONA. . .. ....vvtrt ittt 2p



