Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Timisoara, 20 aprilie 2017

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE — CLASA a 8-a

Problema 1. Demonstrati urmatoarele afirmatii:

a) Dacd ABCA'B'C’ este o prisma dreapta si M € (BC), N € (CA), P € (AB) sunt astfel incat A’M, B'N
si C' P sunt perpendiculare doud cate doua si concurente, atunci prisma ABCA’B'C’ este regulata.

AA 6

1B = \4[, atunci exista M € (BC), N € (CA), P € (AB)
astfel incat dreptele A’M, B'N si C'P sa fie perpendiculare doua cate doud si concurente.

Solutie. a) Fie {O} = A’/M N B'N N C'P. Planul (B’'N,C'P) intersecteaza planele paralele (ABC) si
(A’B'C") dupa drepte paralele, deci NP || B'C’. Rezultd ca PN || BC. Analog MP || AC, NM || AB.
Atunci PNCM si PN M B sunt paralelograme, deci M este mijlocul lui [BC]. Similar, N si P sunt mijloacele
laturilor [ACT s1 [AB]. .o 2p
Dreapta C’'P este perpendiculara pe A’M si pe B'N, deci pe orice dreaptd aflatd in planul determinat de
ele, in particular pe A'B’. Deducem ca AB L C'P si AB 1 CC’, deci AB L (PCC"), de unde AB 1L PC.
Aasadar in triunghiul ABC, [CP] este mediana si inaltime, deci AC = BC'. Analog rezultda AB = AC, deci

b) Daca ABCA'B'C’ este o prisma regulata si

ABC este echilateral, iar prisma regulata. . ........ ... e 2p
b)Fie M, N, P mijloacele laturilor. Atunci A’B’MN este un trapez ale cirui diagonale se intersecteaza
A'O B'O
intr-un punct O astfel incat OM — ON = 2. Analog A/C'MP este un trapez ale carui diagonale se
AIO/ B/O/
intersecteaza intr-un punct O’ astfel incat OM - ON — 2. Asadar punctele O’ si O coincid, deci A’M,
B’'N si C'P sunt concurente.
(V3 3¢2 4h? 2
Notand AA’ = h, AB = {, avem BN = \2[ , A'M? = B'N? = h2+7, A'O? = B'O? = ?—i— 3 Atunci
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Problema 2. Aratati ca pentru orice numar natural n > 3, existd numerele naturale nenule x1, o, . . ., Tn,
diferite doua cate doua, astfel incat {2, n} C {x1,z2,...,2,} §
1 1 1
— = 4.+ —=1
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Solutie
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Daca n nu este de forma k(k+1), (k € N), atunci numerele 1 =2, 29 =2-3, ..., 2p—1 = (n—1)n, z, =n

sunt distincte doua cate doua, deci satisfac conditiile din enunt. .......... ... .. L 1p



Daca n = k(k+ 1), k € N, (cel mai mic n > 3 de aceasta forma este n = 6) atunci pornind de la scrierea

1 1 1 1 1 1 1
—+—+... =1, put bti i —t—+.
1.2+2'3+ +(n—2)(n—1)+n—1 ,puemo§1nescrlerea1.2+2.3+ +(n—3)(n—2)+
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Numerele 1 =2, 20 =2-3, ..., 2p3=(n—-3)(n—2), zp2=(n—-2)(n—1)+1, zp_1 = (n — 2)(n —
D[(n—2)(n—1)+1], z, = n — 1 sunt diferite doua cate doua. In plus, n < (n —3)(n — 2), Vn > 6, deci
n € {x2,x3,...,Ty_3}, prin urmare numerele x1, za, ..., x, satisfac conditiile din enunt. .............. 1p

Problema 3. Fien e N, n>2 s€iaj,ao,...,an,b1,b9,...,b, numere reale pozitive astfel incat
BB g
bt — by T T by

Determinati cea mai mare valoare a numarului real ¢ pentru care este satisfacuta inegalitatea
(a1 — bic)zy + (a2 — bac)xe + ... + (an, — bpc)zy, >0
pentru orice x1,x2,..., T, > 0cuz; <9 < ... < Xy
Solutie. Notand y1 = 1, Yg+1 = Tp+1 — Tk, pentru k € {1,2,...,n — 1}, avem x, = y1 + y2 + ... + Yg,

cuy; >0,y >0,Vk =2,n.

Cu aceste notatii, inegalitatea din enunt, revine la (a1 +as+...+a,—clby+ba+...+ bn))yl + (a2 + asg +
...—{—an—c(bg—|—b3+...+bn))y2+...—|—(an—cbn)yn20. () et 1p
aptax+...+ay
by +by+ ...+ b,
are loc inegalitatea ceruta, deci aceasta este

Pentruy; =1, yo = ... =y, = 0, observam ca este necesar ca ¢ <

ar+ag+...+ap
by +by+ ...+ b,

Aratam ca, reciproc, pentru orice ¢ <
valoarea maxima cautata a lui c.
ayt+ax+...+ay < as+az+...+ay <. < (L”.
b1 +bs+ ...+ b, ba 4+ b3+ ...+ by bn,
ap +ap41+ ...+ ay < ap4+1+ ...+ ay
by +bkr1+ ... +bp T b1+ ...+ by
ar (b1 + ...+ bp) < bg(ags1 + ...+ ap) si rezultd din inegalitatile

Avem c¢<

se scrie echivalent

Intr-adevir, inegalitatea
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be — bkt1 be T big2 by ~ bn
Inegalitatea (x) este satisfacuta: fiecare termen din membrul stang este nenegativ. .................... 1p
Problema 4. Fie a,b,c,d € [0,1]. Demonstrati inegalitatea
a b c d
bed < 3.
140 et Taadt1gq tobedss
Solutie.
oy b e eds P ¢ d
abc abed =
146 1+c¢c 1+d 1+a T 1+4+abed 1+4+abed 14+ abed 1+ abed
a+b+c+d
o ADCA. 2
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Folosind succesiv inegalitatea = +y < 1 + zy, Vz,y € [0,1] (echivalentd cu (1 — z)(1 —y) > 0), avem
at+b+c+d<l+4+ab+1l4+cd=ab+cd+2<1+abcd+2=abed+3. ........cc0 0. 3p

2
Notand x = abed € [0, 1], este suficient sa demonstram ca 1+?+$ < 3, ceea ce revine la 2+22+x < 2242,
x

deci la @2 K o 2p



