Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa Nationala, Timisoara, 20 aprilie 2017

SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a V-a

Problema 1. Fie numarul natural n = 7 + 7% + 73 4 ... + 72017,
a) Aritati ca 72918 da prin impértire la 6 si prin impartire la 48 acelasi rest.

b) Aflati ultimele doua cifre ale numarului 6n.

Solutie.

a) Tn=T>+73+ 74+ . 72017 L 72018 "deunde 6n =Tn —n =718 —7. ... ... ... 1p

Rezultd 72018 = 6n + 7 = 6(n + 1) + 1, ceea ce arata ci restul impartirii la 6 a numarului
72008 st 1 1p

Avemn = T+72(147)+ 7 (147)+...+ 72010 (147) = 748 (72 + 7 + ... + 72916) = 74 8p, unde
p="T>+7 .. 47?16, Cu aceasta 72018 = 6(8p+7)+7 = 48p+42+7 = 48p+49 = 48(p+1)+1,
de unde deducem ca restul impartirii lui 22018 la 48 este 1. ....... ... ... i, 2p

b) Avem 6n = 72918 — 7. Daci notam ug(x) ultimele doud cifre ale numarului x, avem

u (7)) = 01, ug (THF1) = 07, ug (TH12) =49, uy (TF3) =43. ... 2p
Atunci up (72018) = uy (7450412) = 49. Rezultd us(6n) = ug(49 —7) =42............... 1p

Problema 2. Aflati cate numere naturale scrise in baza zece indeplinesc simultan conditiile:
i) Numarul are sase cifre.
ii) Produsul cifrelor nenule ale numarului este 84.

iii) Patru dintre cifrele numarului sunt 2, 0, 1, 7.

5 1.7 = 6, deosebim urmatoarele cazuri: ............. 1p
(1) Cifrele sunt 2,0,1,7,0,6.
Daca prima cifra este 1, atunci cele 5 cifre ramase pot fi aranjate in 60 de moduri; analog
daca prima cifra este 2, 6 sau 7. In acest caz sunt 240 de numere. .......................... 2p
(2) Cifrele sunt 2,0,1,7,1,6
Daca prima cifra este 2, atunci cele 5 cifre ramase pot fi aranjate in 60 de moduri; analog
daca prima cifra este 6 sau 7. Daca prima cifra este 1 se obtin 120 de numere. In total, In acest
caz sunt 300 de NUIMETE. . ... ...ttt ettt e e et e e 2p
(3) Cifrele sunt 2,0,1,7,2,3
Daca prima cifra este 1, 3 sau 7, se obtin 3 - 60 = 180 de numere, iar daca prima cifra este 2
se obtin 120 de numere. In total, in acest caz sunt 300 de numere. ......................... 1p

Asadar, in total sunt 840 de NUMETe. . .........oiiii e 1p



Problema 3. Fie n > 2 un numéar natural. Spunem ca numarul natural ajas...a,, are

proprietatea (P) daca
a1a9...0p = Qa1 QA2 * ... " Ap, + a1 + a2 + ... + an,.

Gasiti toate numerele naturale ajas...a, care au proprietatea (P).

Solutie.

Dacd n = 2, avem a1as = a1 - as + a1 + ag echivalent cu 9a1 = a1 - a9, de unde as = 9. Avem
numerele 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 99. .. ... 3p

Dacan >3, vomarataca a; -as ... ap+a1+a2+ ...+ 0n <ALA2 - Oppeeeeeeeennnnn. 1p

Relatiaay-ag-...-an,+a1+as+...+a, <aijas...a, este echivalenta cuaj-as-... -a, <
al-w—l—ag-w—l—...%—an,l-g Avemaj-as-az-...-ap, <a1-9-9-...-9<a;-9-

n—1 cifre n—2 cifre n—1 factori
10-10-...-10:a1‘9w <a1~w <a1-w+a2‘w+...+an_1‘9....3p

n—2 factori n—2 cifre n—1 cifre n—1 cifre n—2 cifre

Problema 4. Se considera cifrele a,b,c,d,e, f nenule distincte. Determinati numerele
naturale x cu proprietatea ci x divide oricare numéar de sase cifre distincte scris cu cifrele
a7b7c7d?e7f'

Solutie.

Oricum am alege 6 cifre nenule diferite, cel putin doua dintre ele sunt consecutive.

Presupunem ca nu sunt doua cifre diferite consecutive. Dacd a < b < c < d < e < f, avem
b>a+2,c>b+2>a+4,d>c+2>a+6,e>d+2>a+8si f>e+2>a+ 10, ceea ce
nu este posibil deoarece f este Cifra. ...... ... e 2p

Notam cu m si n, m > n doua cifre consecutive dintre cifrele a,b,c,d, e, f, iar cu p,q,r, s

cele patru cifre ramase.

Avem x | pgrsmn si x | pgrsnm, de unde x | pgrsmn — pgrsnm, adica x | 9(m — n). Dar

m—n =181 atunci T | 9. ... 3p
Daca 31a+b+c+d+e+f,atunciz = 1. Daca3 | a+b+c+d+e+fsi9ta+b+c+d+e+f,
atunciz = 1saux =3. Daca9|a+b+c+d+e+ f,atunciza =1,z =3sauz=9....... 2p



