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Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 18 martie 2017

SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE - CLASA a VII-a

Problema 1. Se considera numarul natural n > 3 cu proprietatea ca 3n + 1 este
patrat perfect. Aratati ca exista trei numere naturale nenule a, b, ¢ astfel incat numarul

\/1+ 3n+3
Tr = _—_—
a? + b2 + 2

sa fie natural.

Solutie.

Restul impartirii patratului unui numar natural a la 3 este 0 (daca a este multiplu de
3) sau 1 (daca a nu este multiplu de 3) ... 1p

Ca urmare, daca 3n + 1 este patrat perfect, atunci exista p € N* astfel incat fie
n=3p+ 1sauexista g € N*astfel incat n=3qg+2 ........ ... ... .. 2p

In primul caz obtinem 3n + 3 = 9p* + 6p + 3 = 3 [(p2 +p*+(p+ 1)2)] , deci putem
consideraa=b=psgic=p+ 1, pentrucare x =2 N ... ... ... ... ... 2p

In al doilea caz rezultd 3n + 3 = 9¢* + 12¢ + 6 = 3[(¢? + (¢ + 1)* + (¢ + 1)*)] , deci
putem consideraa =¢qgsib=c=q+ 1, pentrucarex =2 N ........ ... ... ..., 2p
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Problema 2. Fie E(z,y) = l + Tt - T )
y y+1 y+2

a) Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia F(z,y) = 3.

b) Aratati ca exista o infinitate de numere naturale n pentru care ecuatia E(z,y) =n
are solutii in multimea numerelor naturale nenule.
Gazeta Matematica Solutie.
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a) Ecuatia se scrie sub forma <E — 1) + (SE LA 1) + (:1: e 1) = 0, echivalent

Y y+1 y+2
( ) 1 n 1 n 1 9
cu (zr — e e ) =0

Y y y+1 y+2 P
Solutiile ecuatiei sunt perechile (k, k), cu k € N* ... ... ... ... 1p
b) E(6k+1)=6k+1+3k+1+2k+1=11k+3,keN........................ 2p
Deci pentru n = 11k + 3,k € N ecuatia E(x,y) = n are solutia (6k +1,1) ....... 2p
.oz o : | 1 1 a

Comentariu. In general, daca y € N* este ales arbitrar, iar — + —— + —

y y+l y+2 b
a,b €N, (a,b) = 1, atunci, considerand = = kb+y, k € N, rezulta ca pentru orice numar
natural n = ka + 3, perechile de forma (ka + y,y) sunt solutii ale ecuatiei F (z,y) = n.

Problema 3. Pe latura [C'D] a patratului ABC D se considera punctul E astfel incat
m(<LABE) = 60°, iar pe semidreapta (BA se ia punctul F astfel incat [BE] = [BF]. Se
noteaza cu M punctul de intersectie al dreptelor EF si AD.

a) Aratati ca m(XBME) = 75°.



b) Bisectoarea unghiului C'BE intersecteaza dreapta C'D in punctul N. Aratati ca
triunghiul BM N este echilateral.

Solutie

a) m(XMEB) =m(<s<CEB) = 60°, deci [E'B este bisectoare exterioara a triunghiului
M D E 1p

m(XMDB) = m(XBDE) = 45°, deci [DB este bisectoare interioara a triunghiului
MDE oo 1p

Asadar [M B este bisectoarea unghiului AME si, cum m(XAME) = 150°, rezulta ca
MEBME) = T5% ..o 2p

b) ABAM = ABCN (CU), deunde BM = BN .......ccciiiiiiiiiiiiiiii., 2p

m(XBMN) = 90° — m(<xABM) — m(xCBN) = 60°, deci triunghiul BMN este
echilateral ... ... . 1p

Problema 4. Se considera triunghiul ABC, cu m(<xA) < m(<cC'). Punctul E apartine
bisectoarei interioare a unghiului B astfel incat <EFAB = << ACB. Fie D un punct pe
dreapta BC astfel incat B € (C'D) si [BD] = [AB]. Aratati ca mijlocul M al segmentului
[AC] este situat pe dreapta DE.

Solutie.
Fie N mijlocul segmentului [AD] ; rezulta BN 1 AD. Construim AP | BE, P € BE;
atunci patrulaterul BN AP este dreptunghi ............ ... ... ... ... ... 1p

Cum punctele N si P sunt proiectiile punctului A pe bisectoarele interioara, respectiv
exterioara ale unghiului ABC, rezulta ca dreapta N P este dreapta suport a liniei mijlocii
a triunghiului ABC, paralela cu BC, deci M € (NP) ... 2p

Fie {F'} = ACN BE; din ABAE ~ ABCF rezulta ca <AEB = <BFC = <AFE,
deci triunghiul AEF este isoscel, cu AEF = AF, de unde deducem ca P este mijlocul
segmentulul [EF]| ... 2p

In trapezul ADF'FE punctele N si P sunt mijloacele bazelor, deci dreapta N P contine
punctul de intersectie al diagonalelor [AF] si [DE] ale trapezului. Cum {M} = ACNNP,
rezulta M € DE . 2p



