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CLASA a IX-a, Solutii si bareme orientative

Problema 1. Fie Ay, By, picioarele inaltimilor triunghiului ascutitunghic ABC. Pe seg-
mentele B1C1, C1 A, A1 By se considera punctele X,Y | respectiv Z, astfel incat

CiX  becosC A)Y ccosA . BiZ acosB

XB;, ccosB YC, acosC o ZA, bcosA’

Aratati ca dreptele AX, BY si C'Z sunt concurente.
Gazeta Matematica

1 _ : _ v O1X _ CAq Ci1 X _ CAy
Solutie. Cum becosC = A,C si ccos B = BA;, deducem ca 5 = 754 sau g5 = G5 ceea ce

este echivalent cu gﬂ;X = O (1) 2 puncte
Din asemanarea triunghiurilor AC, B; si AC'B obtinem ca Cégl = % de unde folosind (1) avem
glA)f = ﬁ%. Cum LAC X = ZACA; rezulta ca triunghiurile AC; X si ACA; sunt asemenea. De
aici deducem AX L BiC ..o o 2 puncte
Pe de alta parte, tangenta in A la cercul circumscris triunghiului ABC', de centru O, este paralela
cu B1C;. Atunci AX contine punctul O. ... .. ... 2 puncte
Analog, O se afla si pe BY si C'Z, deci dreptele AX, BY si C'Z sunt concurente. ... .... 1 punct

Problema 2. Fie ABC un triunghi in care O gi I sunt respectiv centrul cercului circumscris si
centrul cercului inscris. Mediatoarele segmentelor I A, I B, IC' se intersecteza doua cate doua formand

triunghiul A; B,C;. Aratati ca N . .
Ol =0A, + OBy + OC4.

Solutie. Fie A; intersectia mediatoarelor segmentelor IB gi IC. Notam cu D intersectia bi-
sectoarei Al cu cercul circumscris triunghiului ABC. Cum /BID = /DBI si Z/CID = /DCI,

deducem ca DB = DI = DC. ... 2 puncte
Atunci A; = D. Astfel A; apartine cercului circumscris triunghiului ABC. Analog B si C)
apartin cercului circumscris triunghiului ABC. ... .. .. . 2 puncte
I este ortocentrul triunghiului A1 B1Ch ..o 1 punct
Cum O este centrul cercului circumscris triunghiului A; B, C}, relatia lui Sylvester conduce la
OI =OA1L + OB 4+ OC . . 2 puncte
Problema 3. Fie (a,),>1 0 progresie aritmetica de numere naturale nenule. Notam S, =

a? +ai+---+a?, n €N Aratati ca:
a) Daca p este un numar prim, p > 5, atunci .S, se divide cu p;
b) S5 nu este patrat perfect.

Solutie. a) Avem a,, = a; + (n — 1)r, n € N*, cu a; € N*,r € N. Obtinem

S, =p <a§ Fanp— 1y 4 22D 1)72) |

6



.......................................................................................... 2 puncte
Cum p > 5 este prim, avem (p,2) = 1, (p,3) = 1 si deci 6](p — 1)(2p — 1). Asadar p|S,..1 punct
b) Presupunand prin absurd ca S este patrat perfect, deducem, conform a), ca exista y € N*
astfel TNCAL S5 = (B )2 . oottt 1 punct
Notam z = a3z € N*. Din S5 = 5z% + 10r? obtinem 22 +2r* =5y (1)................... 1 punct
Ecuatia (1) nu este satifacuta pentru r = 0, deci presupunem r > 0. Exista n € N astfel incat
r =5"a, cua € N* (a,5) =1
Atunci exista b, ¢ € N*, b prim cu 5, astfel incat r = 5"b, y = 5"c. Rezulta a? + 2b* = 5¢2.

........................................................................................ 1 punct
Din a?,b* € {5k + 1|k € N} U {5k + 4|k € N} obtinem c& a® 4 2b* € N\ {5k|k € N}; contradictie.
Deci S5 nu poate fi patrat perfect.......... 1 punct

Problema 4. Fie a,b, c numere reale pozitive cu proprietatea ab+ bc+ ca + abc = 4. Aratati ca

Vab+Vbe++ea<3<a+b+ec.

b c

1) 2 punct
e R e R Rl e puncte

Solutie. Conditia din enunt, poate fi scrisa

Din inegalitatea Cauchy-Schwarz avem

(Va+Vb+e)? = <\/$\/a—+2+\/ﬂ%vb+2+,/w%\/c+l> <
b

a c
< 24+b+2 2
_<a+2+b+2+c+2>(a+ +b+2+c+2),

de unde folosind (1) deducem vVab +vVbc+y/ca < 3. ..o 2 puncte
1 1
Din (1 a = L 1 t
1n()avemcaa+2—l—b+2+c+2 punc
Atunci din inegaliatea
(a+2+b+2+c+2) I
a c
a+2 b+2 c¢+2) 77
TezZULLA @ 4 D4 C > 3 2 puncte



