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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a X-a

Problema 1. a) Si se determine z € Ngi y € Q dacd /z + vz =y.
b) S& se arate ca exista o infinitate de perechi (z,y) € Q? astfel incat \/z + /z = y.

Solutie. a) Daci \/x + /& € Q, x trebuie si fie patrat perfect. Fie z = n?, cu n € N. Obtinem n(n + 1) = ¢?, si
cum n? <n(n+1) < (n+1)2, deducem cd n =0, deci & =Y = 0. ...\ \rrrneeet ettt 3p

b) Existd o infinitate de triplete pitagoreice (p,q,7) cu p* + ¢*> = r*. Luand = = —, obtinem
q
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Problema 2. Determinati perechile (z,y) de numere intregi pentru care

2% +loggx = y? si 2Y + logy y = 2°.

Solutie. Se obtine imediat egalitatea 2% + logs  + 22 = 2Y + logs y + ¥2, si cum functia f : (0, +o0) — R, f(t) =
3p

2! + log, t + 12 este strict crescitoare, deci injectiva, deducem ci z =y
Pentru a rezolva ecuatia 2% +logs # = 22, observim c& 1,2 si 4 nu sunt solutii, iar z = 3 este. Pentru x € N,z >

se arat# inductiv ci 2% > 22, prin urmare nu exista alte solutii.
Prin urmare, sistemul initial are doar solutia (2,y) = (3,3). .« .o vttt
Problema 3. Fie a € (0,400). Demonstrati inegalitatea

a7 (a4 1)°%7 > q, Vo € [O, g} .

Solutie. Daca a > 1, logaritméand in baza a, obtinem inegalitatea echivalentd sinz + cosz - log,(a + 1) > 1.
Cum pentru = € [0,7/2] sinz > sin® z si cosx > cos? z, iar log,(a + 1) > 1, deducem ca

sinz 4 cosz - log, (a + 1) > sin? z 4 cos® z = 1.

1p

Pentru a = 1, inegalitatea se verifica imediat
Pentru a € (0,1), inegalitatea e echivalentd cu sinx + cosz - log,(a + 1) < 1, V& € [0,7/2], care rezultd usor,

deoarece sinz < 1, cosz > 0, 10g, (@ 4+ 1) < 0. oottt 2p
Problema 4. Fie A= {z € C||z| =1}
a) Demonstrati ca (|z + 1| — v2)(|]z — 1] — v/2) < 0,Vz € A.
b) Demonstrati cd pentru orice z1, 23, ...,212 € A existd o alegere a semnelor ”+” pentru care

12
> e k1] <17,
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Solutie. a) Sa observam ca

2+ 12+ 2 1P =G+ D)E+ D)+ (-1D)EF-1)=22]* +2 =4,

de unde |z + 1|2 =2 =2 — |z — 1|%, adica

(Iz+ 1= v2) (Jo+11+v2) = = (]2 - 1]
4p

deci, evident, |z 4+ 1| — v/2 si |z — 1| — v/2 au semne contrare
b) Folosind a), alegem semnele astfel ca |z, + 1| < /2. Atunci 2113:1 |zx £ 1| < 124/2 < 17, ultima inegalitate fiind

echivalentd Cu 288 < 280, .. .. e 3p



