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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a XlI-a

. . . n . 2
Problema 1. Fie (ap)n,>1 un gir de numere reale astfel incat a3 > 2 si apy1 = 1 4+ —,
> a
pentru orice n > 1.

a) Aratati ca agp—1 + ag, > 4, oricare ar fin > 1 i ca lim a, = 2.
n—oo

b) Determinati cel mai mare numar real a pentru care inegalitatea

\/xQ—l—a%—i— 22+ a3 + x2+a§+...+\/x2+ai>m/a:2+a2

este adevarata oricare ar fi « € R gi oricare ar fi n € N*.

Gazeta Matematicd

Solutie. a) Observam ca a, > 0§i apt1—2 = 2- an, Vn > 1, deci as,_1 > 2 > agp,Vn > 1.
Astfel ag,—1 + agn — 4 = (a3, _; — 3azn—1 + 2)/azn—1 n> 0,V >1.. 2p
Apoi |a, — 2| = W =...= alall._'i‘“ < 2[7}/2] lap — 2| — 0 arata ca ap, — 2..... 2p
b) Pentru x = 0 rezulta a < m, deci a < lim GL¥ .- Tln 2 1p

n n—oo n
Aratam ca inegalitatea este valabild pentru a = 2, deci amax = 2. Pentru aceasta este

suficient s& dovedim ci Va? + a3, | +Va? + a3, > 2v/22 + 4 pentru orice n € N*, adica a3, , +
+a3, + 2V (2?2 + a3, ) (@% + ad,) > 22% 4+ 16. Cum ag, 1 + ag, > 4 implicd a3, | + a3, > 8, e
suficient sa aratam ca ag,—1a2, > 4, ceea ce rezultd din ag,—1 > 2 §i agp, = 1+ 2/agp—1..... 2p

Problema 2. a) Aratati ca exista functiile f : R — R gi ¢ : R — R cu proprietatile
feg=gof, fof=gogsi f(z)#g(x), Vo eR.

b) Aratati ca daca f: R — R si g : R — R sunt functii continue cu proprietatile fog = go f
si f(z) # g(x), Vo € R, atunci (f o f)(z) # (g0 g)(z), V2 eR.

-1,z <0 1,2 <0
Solutie. a) Functiile f(z) = ’ , g(z) = ’ indeplinesc cerinta . ... 2
tie. a) Functil /(2 {MZO o) {—szo . o2

b) Functia h = f — g este continua si nu se anuleaza, deci fie h(z) > 0, Vo € R, fie
() <0, Vm € R o 1p
In cazul f(z) > g(z), Vo € R rezultis f(f(z)) > g(f(x)) = f(g(z)) > g(g(z)),Vz € R. In
cazul f(z) < g(x), Vz € R, f(f(x)) < g(f(x)) = f(g9(x)) < g(g(z)),YVz e R ................. 4p

Problema 3. Se considera doua matrice A, B € M3(R) ce nu comuta.

a) Stiind c& A% = B3, aritati cd A" si B" au aceeasi urma, pentru orice numéar natural nenul
n.

b) Dati exemplu de doud matrice A, B € M>(R) ce nu comuta, astfel ca pentru orice numar
natural nenul n, A™ gi B"™ sa fie diferite dar sa aiba aceeasi urma.

Solutie. a) Din A% = B3 reiese det A = det B = d si din formula Hamilton-Cayley obtinem
A2 =aA —dly, B2=bB —dlh, cua=trA, b=1trB ... ... 1p
Rezultd A3 = aA? —dA = (a? —d)A—adls i B® = (b — d)B — bdl3, deci (a® —d)A — adly =
= (B2 = d)B = bAdIa (%)« 1p



Prin inmultire cu B la stanga si la dreapta se obtine (a? —d)BA —adB = (b*> —d)B? —bdB =

= (a® — d)AB — adB, adica d = a®. Analog d = b? si din (*) deducem d =0saua="» ..... 1p
Dacid d = 0, atunci @ = b = 0, deci A2 = B? = Oy, de unde A" = B",VYn > 2, deci
trA=a=0=b=trBsitrA" =tr B, Vn > 2 ... i 1p
Dacd d # 0, atunci @ = b si C? = aC — a%l3, C3 = —a®Iy, de unde C3F = (—a3)*1s,
C3=2 = (—a®)F1C, O3 = (—a®)F 1 (aC — a®1L),YC € {A,B},VE>1 .................. 1p
1 1 1 0 2 1 1 1 n_ (1 n
b) PentruA-(O 1>,B—<1 1> avemAB-(1 1>,BA—(1 2),/1 —<0 1),
B”:(i (1)) SItr A" =tr B™ =2,V > 1 oo 2p

Problema 4. Fie A € M,(C) (n > 2) cu detA = 0 gi A" adjuncta sa. Aratati ca
(A*)2 = (trA*)A*, unde trA* este urma matricei A*.
(Se poate folosi faptul ca rang(XY') > rang(X) + rang(¥) — n,VX,Y € M,(C).)

Solutie. Deoarece det A = 0, avem rang(A4) < n—1. Daca rang(A4) < n—2, atunci A* = O,,

si evident (A*)2 = O () et 1p
Daca rang(A) = n —1, din AA* = (det A)In = Oy, rezulta 0 > rang(A) + rang(A*) — n, prin
urmare rang(A®) < L oo 1p
Daca rang(A*) = 0, atunci A* = O, si (A*)2 =On (¥%) oo 1p
Pentru rang(A*) = 1, din faptul ca oricare doud linii ale matricei A* sunt proportionale
bl 0o ... 0 Cl Cp ... Cp
bo 0 ... O 0o 0 ... 0
rezultd A* = BC cu B = L ], C= . R 1p
b, 0 ... 0 0 0 0
t 0 . 0
9 00 ... 0 n
(A*)" = (BC)(BC) =B(CB)C =BDC,cuD=|. . . | ,cut=3bicg=trA* ..1p
- i=1
0 0 . 0
Obtinem BDC = tA" (5 %K)« ottt 1p
Relatiile (*), (**), (***) se exprima unitar (A*)" = (tr A*)A* .......................... 1p



