Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 18 martie 2017
CLASA a XII-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Fie f, g: [0,1] — R doud functii continue, astfel incat f(z)g(z) > 422, oricare ar fi
x € [0,1]. Aratati ca cel putin unul dintre numerele
1
/ g(x)dx
0

/O 1 f(z)da

Y

este mai mare sau egal cu 1.
GAZETA MATEMATICA

Solutie. Functiile f si g nu se anuleaza pe intervalul (0, 1], deci au semn constant pe acest interval.
1 punct

Rezulta ca

Jy (@) de| = [} /(@) da si

.......................................................................................... 1 punct
deci
1:/012xdx§/01\/mdx:/01\/mdx
< [, - 2 ([ ipnan+ [ igtar).
......................................................................................... 4 puncte

Prin urmare, cel putin unul dintre numerele ’ fol f(z)dz
1 punct

Problema 2. Fie (G,-) un grup si fie m si n doua numere naturale nenule, prime intre ele. Aratati
ci, daca functiile f: G — G, f(z) = 2™ 51 g: G — G, g(x) = 2", sunt endomorfisme surjective,
atunci grupul G este comutativ.

Solutie. Intrucat f este morfism, (xy)™' = z™+y™ 1 adici, (yx)™ = 2™y™, oricare ar fi x si y
AN G oo 1 punct
Cum y" g™l = (ya)™ ! = (yz)™(yx) = (2™y™)(yx) = 2™y™ "z, rezultd y™Ha™ = zmy™ T 1
punct

Deoarece f este surjectiv, ultima relatie arata ca ™ este in centrul lui G. In mod analog, si x™ este
ncentrul Tl G. ..o 3 puncte
Intrucat m si n sunt coprime, rezulta ca orice element din G este in centrul lui G, deci G este
COMMULALIV. .« oottt 2 puncte

Problema 3. Determinati cel mai mic numar real a, care indeplineste conditia

n
a > Zakcos(al + -t ag),
k=1

oricare ar fi numarul natural nenul n si oricare ar fi numerele reale strict pozitive a4, ..., a,, a caror
suma este cel mult 7.



Solutie. Minimumul cerut este 1. Fie n un numar natural nenul, fie a4, ..., a, numere reale strict
pozitive, astfel incat a1 + - - + a, < 7, si fie

S:
k

ag cos(ay + - -+ + ay).
—1
Daca a1 > m/2, atunci S < 0. oot 1 punct

Daca a; < m/2, fie p cel mai mare indice pentru care a; + --- + a, < 7/2. Atunci S <

/2 . o . o
i:l agcos(ay + -+ ag) < fo/ cosxdxr = 1, deoarece ultima suma reprezinta suma Darboux

inferioara a restrictiei functiei cosinus la intervalul [0,7/2], corespunzatoare diviziunii 0 < a; <
ap+ay < ---<a;+---+a, <m/2. Deci toate sumele S sunt mai mici sau egale cu 1.

......................................................................................... 4 puncte
Pentru fiecare numar natural nenul n, alegem @y = --- = a,, = 7/(2n). Cum a; + - -+ + a, = 7/2

si )

n n /2

JLI{:OZakCOS(al—i—"'—FCLk):T}LI{:O% COS];—Z:/O cosxdr =1,

k=1 k=1
rezulta ca 1 este cel mai mic numar real care indeplineste conditia din enunt.
......................................................................................... 2 puncte

Problema 4. Fie (A, +,-) un inel care indeplinegte simultan urmatoarele doua conditii:

(1) A nu este corp;
(2) 2% = z, oricare ar fi elementul neinversabil z din A.

Aratati ca:
(a) a + = este neinversabil, oricare ar fi a i  din A, a inversabil gi « nenul si neinversabil;
(b) 2?2 = xz, oricare ar fi z din A.

Solutie. (a) Fie D multimea elementelor nenule si neinversabile din A; evident, D nu este vida.

Daca x este un element din D, atunci §i —z este in D gi # = 2? = (—2)? = —z, deci 20 = 0. ..... 1

punct

Rezulta cd (1 +2)?> = 1+ 2z + 2% = 1 + z, deci 1 + x este neinversabil (in caz contrar, 1 + x = 1,

deci z = 0 gi am obtine o contradictie). ......... ... 1 punct
Fie a un element inversabil din A si fie z un element din D. Atunci ax si 1 + ax sunt in D, deci

atz=at(1+az)estesi el In D. ... 1 punct

(b) Fie z un element din D si fie y un element din A. Cum z(zy) = 2%y = 2y si (yx)r =
yr? = yx, rezultd ci ry si yo sunt neinversabile (in oricare dintre cazurile contrare, ar rezulta x = 1,
COMBTAdICHIO). .ot 1 punct

Fie a un element inversabil din A si fie x un element din D. Atunci z 4+ az §i x + xa sunt
neinversabile, deci (x + azx)? = = + ar §i (v + ra)> = x + za. Dezvoltand patratele, obtinem

22 + zax + ar? + (ax)? = v + ax si 2* + 2%a + vaxr + (ra)? = x + za, de unde axr = zar = za. ...2
puncte
Cum a + x este neinversabil, (a + x)? = a + z, deci a®> = a. Prin urmare, 2? = z, oricare ar fi x din

A 1 punct



