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ETAPA PE SECTOR, 19.02.2017
CLASA aIX-a
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Noti: Fiecare subiect se puncteazi de la 0 la 7 puncte. Se acordid numai punctaje
intregi. Orice alti rezolvare se asimileazi conform baremului.

Enun{ subiect 1, autor Mircea Teca

Sa se rezolve ecuatia H 4x4_ I H % ]{ 4x4+ 1

iar |a| reprezintd valoarea absolutd a lui a.

_ 2x43
2

. unde [a] reprezinti partea intreagd a lui a,

Detalii rezolvare . Barem
| asociat
70 |
Notam 3:neN,de unde x:nw—i—, Ecua_gia devine Hn-—%\J-f—[n-% =n. | 1 ;
i _ 3 : |
Cazul 1. Daca n—E{O atunci ne{[},l}. 1
Pentru n=0 ecuatia nu se verifica. [ 1

. . 1
| Pentru n=1 ecuatia se verifica, de unde o solutie este x; = s

.7 5 : ]
Cazul 2. Dacd n— 4 <{0<n— 2’ nu exista valori naturale pentru #.

7
Cazul 3. Dacid 0<n i adica ne N \{0, 1} ecuatia devine |:f?—-j;:|+[ﬂ-—%] =n. de unde

3

T 5
2(n—2) =n.Rezultd n=4 siimplicit x, = 3"

7 5
Obs.  Pentru cazul 1 se poate rezolva {Z—rf}—{n—z]:n, deunde 1—-n—n+2=n.

Pentru cazul 3 se poate aplica relatia lui Hermite, dar nu se simplificid semnificativ

calculul.

Enunt subiect 2, autor Benedict G. Niculescu (G.M.11/2016)
2

Consideriim sistemul x* + 17 122 =3 + 37 + 27 — 3z =1.
a) Stiindcd x, y.zeR,sdsearatecd x+y+z=1.

b) 8a se rezolve sistemul in multimea [0,02)x[0,20)x[0.20) .
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c) Sa se determine o solutie in multimea R" xR" xR" .

Detalii rezolvare Barem

asociat

a) Folosim identitatea x° +y 4 Bxpz=(x+y+ z)[x2 +y2 4 —xy—yz —zx] !

eyt =(x+ p+2) =2(xy+yz+2x) sinotim S=x+y+z si §'=xy+yz+ax.

Exista inegalitatea S <x? +y2 472 (1 !

2 2
- [sr-28=1 O g 1 1
Sistemul se poate scrie: 18 & BS') t<:» 2 = 2 .
(s?-35)= s(s?-38)=1  |(5-1)(5+2)=0

Daca §=-2 rezuiti S’ :% ceea ce contrazice inegalitatea (1). Deci § =1 si implicit |

S'=0.

b) Fie o solutie (xg,¥0.2)€[0.0)x[0,0)x[0,0). Din S§=1 si §'=0 rezultd
Xo+Vot+zo=1 §i Xp¥g=ypZg =Zp% =0, deci sistemul are doar solutiile 2
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) € [0.00) x [0,00) x[0,0)..

2% 2

¢) De exemplu —;, —, —-] ;

333 |
Obs. Orice triplet care verifica conditiile primeste punctajul maxim.

Enunt subiect 3, autor (* * *)
Fie M,N,P situate pe laturile [4B].[BC], respectiv [c4]ale triunghiului ABC astfel incat

4}1— BN =CP. Notam cu T centrul de greutate al triunghiului MNP. S& se arate ca daca

AB-AT + BC - BT +CA-CT =0 atunci triunghiul ABC este echilateral.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Notim Afj=BN =CP=x si notatiile uznale BC =a, AC =b, AB=c.
AT - AM A MT =2 AB+MT =c AT =x-AB+c-MT . 1
¢

Analog, a-BT =x-BC +a-NT s b-CT=x-CA+b-PT.

Evident, AB+BC+CA=0. i 1

Conditia ca T sé fie centrul de greutate al triunghiului MNP este: MT + NT + PT =0. 1

Daci x- AB+c-MT +x-BC+a-NT+x-CA+b-PT =0, rezulta 1
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Enunt subiect 4, autor Mircea Teca
(4]

?”}1009, unde [a] reprezintd partea

Fie sirul (a,) definit astfel: & =1 si an+[———[

el
intreaga a lui a.
a) Sasearate ca a, <2018, VneN".

b) Sase determine ay;.

Detalii rezolvare Barem
asociat

& = 9 |
a) Prin inductie, @ =1< 2018, iar daci o, < 2018, deoarece [—;‘— |<

aj

—= rezulta
2

39

a,, <2018.

b)a,e Nﬂ[l, 20[7] sioa,, :[%4.10{}9}:{2&220&}2{2;”}:;1" (sir marginit i

crescitor de numere naturale).

Cazul 1. Daci g, =2017 rezultd a,,, =2017 . 1

20181 [ 2a, +2]
Cazul 2. Daci a, <2016 rezultad g, :{a” +2 }ZL a”_) J= a, +1, de unde
L < I
a,za,+tn—p,Vnzp, n,peN‘.
Deoarece a, =1009, a; =1513, a; =1765, a; =1891. 1

Presupunem a3, <2016. Atunci a)3; 2a5+131-5=1891+131-5=2017 contradicfie.

Rezultd a4, =2017.
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA PE SECTOR, 19.02.2017
CLASA a X-a
SOLUTH SI BAREME ORIENTATIVE

Noti: Fiecare subiect se puncteazi de la 0 la 7 puncte. Se acordi numai punctaje
intregi. Orice alti rezolvare se asimileazi conform baremului.

Subiectul 1
Fie a.b,c,d =R astfel incit a+d =b+c iar numerele d -5 si d —c au acelasi semn.

S3 se determine z € C stiind ca |z|=1 si |laz +d| <[z +].

Autor: prelucrare prof. Fugen Radu, Bucuresti

Detalii rezolvare i Barem
asociat
Ridicand la pitrat obtinem @’ +d” +ad(z+2)<b” +¢* +be(z + 2) si o
a® +d* +2ad = b* +c* +2b¢
Prin scadere obtinem (z + E—2)(ad —bc) <0 2p
Insd ad —bhc <0 1p
Deducem z+z-220 (1) 1p
Luénd z = x-iy , obfinem din (1) x>1 concomitent cu 2+ =1 -
La final: x=1; y=0; z=1

Subiectul 2
a) Sa se arate ca functia f : [0. o) >R, f(x)=+x+2 —/x este injectiva.

Vx+1—4/x-1 ZJ)T—_-E-—\/y—S
x- —\,[;——-—lz—l ‘

Autor: prelucrare prof. Eugen Radu, Bucuresti

b) Si se rezolve in R sistemul de ecuatii {

Detalii rezolvare : Barem
asociat

este strict descrescatoare. deci injectiva 2p

2
a) f(X):\/m-}‘\];

b) Prima ecuatie se scrie _f(x—l)= = 5).x21.y25 Ip

Deducem dina) cd y=x+4 siecuatia ¥2x—1—-J/x+3 =~1 1p
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a) Aratafi ca ¢'*‘ = ¢, pentru orice numere reale a,b,c >0, b=1.
b) Rezolvati ecuatia 52008+ 2008"* =10, xe®.

e — a-b=-1
Din 32x—~1=a si ¥x+3 =h obtinem echivalent sistemul 3 5 bh=0 1p
a’ —2h° =-7
Deducem succesiv: b=g+1; a3—2a2—4a+5:0; (avl){az—a—S):O . De aici
3 3
1421 1. (145 1 145 2p
a=1;a= s x=Ly=5;x==|1+ == 9+
2 2 2 2 2
Subiectul 3

Autor: Sorin Antohi, Gazeta Matematici 5/2016

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Logaritmand, relatia se reduce la log, clog, a =log, alog, ¢ 2p
b) Ecualia se scrie echivalent 5' +5' =10, unde 1= 108 305 X 2p
. F—I i 1
Dar 5'+5' 22.Y5 7 sit+->2 pentru ¢ ;O deci in acest caz cgalitatea se 2p
r
| realizeaza doar pentru 7 =1< x= 2008
! |
Pentru ¢ <0, 5 +5' <2, deci in acest caz nu avem solutii 1p

Subiectul 4

Sa se determine functiile g:R — & cu proprietatea g({x}-4[x]+[3x])=x-2[x] .

. unde {-} reprezinta partea fractionara, iar [-] reprezinta partea intreaga.

vxelR

Autor: prof. Eugen Radu, Bucuresti

| Detalii rezolvare Barem
asociat
Fie /iR R, f(x)={x}-4[x]+[3x]
3
Avem (fo/)(x)=x. (¥)<R "
Deducem: g(f(x))zx—-E[x] si inlocuind x prin f(x) obtinem >
L g(®)=r(x)-2[/w) '
La final: g{x)=x+3[x]-[3x]. (V)xeR 2

-
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA PE SECTOR, 19.02.2017
CLASA all-a
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Noti: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi.
Orice altd rezolvare se asimileazi conform baremului.

Enunt subiect 1. autor Florin Rotaru, Focsani, GMB 11/2016.
=

Fie sirul (x")“],cu X >08l x,+x, 4 +x, =Inx nxl.

PRI
a) Sasearatecd e’ >2"2x, vx>0.

b) Si se calculeze lim x,

=y o

|
. . |(X"+] \Ix”
c) Sasecalculeze lim | ] P
n--&rk !
Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Reiese imediat din e > 2 si inegalitatea Bernoulli 2p
b)x, =e" > x,, x,,, > x, (inductie) ip
o _ 01]+X2+...X|’ F!XI . . .
X =8 ' > e 'deunde lim x, = 2p
n=s o
1
Xt Eat.X,
Ll ™ Hoc ( Zan 1 = e Zp
n i

Enunt subiect 2, autor Adrian Troie, Bucuresti

Fie A M, (R)astfel incét A% # O, i existd x.y < R cu proprietatea ci AP —xA+ yl, =0, §
4

A* —x*4% + 71, = 0,. Aritati cd urma matricei 4 este x sau 2x.
Detalii rezolvare Barem
asociat
Din prima relafie reiese At = 5?47 —2xpA 4 yz,,? .lardin adova y(x4 - y/,)=0, ip
Dacd y = 0, atunci x4 = p/, : pentru x = 0 obtinem y =0, fals, iar pentru x = 0 reiese
2 -

¥ (Y y . -
A4==1, deci| =| I, -=xI,+yl, = O,,careduce la y = 0. imposibil. 3p

X x x
Asadar v = 0, de unde At = x4, x=0

(H b . : - - " )
A= | §1 4" = vddifiea+d =TrA=x.fie a+d # x,cazincare b =c =03l

L d } 3[)

| a=de il xjcuma= d =0 este imposibil. raiméne a = d = x deci T{A)=2x
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Fie sirurile de numere reale (x,) _ si(y,) ., cu x5 > 0, care verifica relatiile de recurenta
(1) (1)
xﬂ'}] = xu L] + _)I’ J'IJu+J = -v.l: ILI * —_J ? V?I 2 l b
'i'.l

Fu

Enunt subiect 3, autor ddrian Troie, Bucuresti

a) S# se arate ci cele doud siruri nu pot fi simultan convergente.

b) Sa se arate ¢4 daca x, < y, atunci sirul (x,)  econvergent, iar sirul (y,)  are limita o

nz

¢) Sa se determine termenii generali ai sirurilor date dacd ambele siruri au limita +oc .

Detalii rezolvare Barem
asociat
i : : 1 ;1 5 s
a)Dacd o, b sunt limitele girurilor, atunci a,b >0, a = a [1 + —J , deci —= 0, imposibil 1p
. b b
x X ., l+x x i
I b)y, = ” BN 7 L. I 24l sy, =——(1+x,)=> x, =C, +C,r
. N Xorl L+x, 1 + X -
¥ x{y, +1) 3
' rz_lzal_{;,..,<1:>(xq) , € convergent. ’
1+x  plx+1) He
Sirul (v, ), ,, € strict creseétor si nu poate fi convergent. deci are limita += ip
¢) Dacid x, > y,, atunci sirul (v, )..zi este convergent; analog daci x < y 1p
Astfel x, = y,.deci x, = y,. Vnx1.deunde x,,, = x,+1, ¥n 21, ceea ce duce la
X, =y, =X +n-1 ’ 1p

Enunt subiect 4, autor ***
Fie k si » numere naturale nenule. Aritafi ca daci existd o matrice 4. cu elemente numere

reale, astfel incat 4° + 4 + &/, = O, . atunci exista si 0 matrice 5, cu elemente numere intregi,

astfel incat B> + B+kI, =0, .

Dctalii rezolvare Barcm
asociaf
Daci A° + 4 +ki, =0, cu, AecM n(R}anmci (24+17, 32 = (1 —4k)I_ . deci, ludnd
5 2p
determinanti, (1—4k)" = det” (24 +7,) 2 0, de unde reiese ¢ n este par |
) ,"{ 0 1 \]lwi |
Dacd n =2 putem lua B =| =:8, 2p
\ =k - IJ
(B, 0, - 0Oy)
P
Pentru » numir par oarecare putem lua 8 1 . s | (sunt — blocuri B, ) 3p
% H ot 2
| |
L0, O, - By)
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA PE SECTOR, 19.02.2017
CLASA a 12-a
SOLUTIU SI BAREME ORIENTATIVE

Noti: Fiecare subiect se puncteazi de la 0 la 7 puncte. Se acordi numai punctaje
intregi. Orice alti rezolvare se asimileazi conform baremului.

Enuni subiect 1, autor Mihail Baluna

Pentru a,beZs, a #0 definim functia f, , :Zs —Zs. f,,(x)=ax+b. Consideram
multimea S a functiilor bijective de la Zs la Zj, grupul (Ss.°), unde .." este compunerea
functiilor si multimea G={f,,|a,beZs,a+ 0} .

a) Ardtati i G este subgrup al grupului (55,9).

b) Determinati ordinele elementelor grupului (G, ).

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Se verifica faptul ¢3 functiile f,, sunt bijective, G este parte stabili si inversul }
unui element din G este totin G . =P
b) Daci e = f. . este elementul neutru allui G st b= 0, (_,ﬁ'ﬂ)5 =e ip
(L) =) = ip
(fis ) =e Ip
Deoarece puterile mai mici ale acestor elemente sunt diferite de e, ordinele lor sunt i
3, 4, respectiv 2 P

Enunt subiect 2, autor Marin Jonescu, GM 12/2016
Fie (A.+.-) uninel cu 8 clemente. Aratati cd (A4,+,-) este corp daca $i numai daca

pentru orice xe A, x#0, existh e, f € {0,1} astfel incat x* +ax’ + fx+1=0.

Detalii rezolvare Barem |
asociat

,,<="Daci x’ +ax’ + fx+1=0, atunci x are inversul -x'—ax—f in

..=" Deoarece grupul (4,+) are ordinul 8. (1+D(1+1)1+1)=0 si, deoarece nu 1

existd divizori ai lui zero. 1+1=10 P

Deoarece grupul (4'/0},-) are 7 elemente. A" {0} =ilad,. . ..a"}.cux =lx=1 1p

@ —l=(a-1)d +a +1)ad’ +a+1).deci @’ +a"+1=0sau @' +a+1=0 2p

in primul cazz x=1—>a=p=0: x=a—a=14=0; t=d s LE=0 2p
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(deoarece a®=(a"+1)’=a*+1); x=a’ »>a=0,8=1 (deoarece a’=a’); cum

a',a’,d’ sunt inversele lui o',a’,a si relatia X’ +ax’+ fx+1=0 implici

1+ ax™ + fx? +x~ =0, primul caz este finalizat; al doilea caz este similar

Enunt subiect 3, autor ***

i vy el 1)
Pentru » numar natural nenul definim 7, :[0,[] > R, [ (x)=4 1 . ,°7 77,
0, x=1

a) Ardtati ci, pentru orice x €[0,1], sirul (f,(x)), este convergent catre 0.

" . | 9
b) Aratati ca f, este integrabild pentru orice ne N si calculati lim J.o fo(x)dx.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Daca 0<x<l.atunci 0< f,(x)<n’x" si n'x" — 0, de unde concluzia 2p
b) 7, coincide pe [0,1) cu o functie continui pe [0,1], deci este integrabila ip
3 # Y
[ ,fn(x)ai).‘=~n—]ﬂ(x”+l+n)|t zfmm(u—] 2p
¢ n+l 0 n+l nJj.
i
lim [ f,(x)dr=1"Ine =1 2p
n—yx0

Enunt subiect 4, autor **#*
B b4
Pentru » numar natural nenul definim 7, =-[0 cosxcos2xcos3x...cosnxdx.
a) Calculati /,. I, §i I5.

b) Ardtaticd I, =1,,.,=0si I;, :>0, I,, , >0, pentru orice numir natural ».

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) [I:sinx[;=0, [:=%[Smﬂ3x+5inx)g=0 2p
s A
1, sin2x sindx sin6x ). 1
11:—‘l+ + |n=— 1p
4 2 4 6 ' 4

b) 1y,.=14,.,=0. deoarece cu schimbarea de variabili x=m—¢ objinem

U 20+ . Zp
= L (D™ cost...cosnt(=1)di =—1,,,, si analog pentru [,

n2

In celelalte cazuri, transformédnd in suma, integrandul se poate scrie ca o sumi de
termeni de forma cos0. coskyx, ..., cosk,x. O<k <...<k_, in care termenul
cosO apare cel putin o datd; cum J'r coskxdx=0 pentru keZ', rezulta| 2p

1
S g 5 e T
linis 2 Sz ¥ Iina 2
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