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CLASA A VIII-A
SOLUTIIL SI BAREME ORIENTATIVE

Noti: Fiecare subiect se puncteazi de Ia 0 Ia 7 puncte. Se acordd numai punctaje intregi.
Orice altd rezolvare se asimileazi conform baremului.

Problemal. Pentru fiecare numar natural nenul 7 s considera mulfimea
A, ——-{n2 —n+l,n —n+3,7° —n+5,.,7 ——n+(2n——1)}.

a) Aratati cd, oricare ar fi neN", suma elementelor multimii 4, este cub perfect;
b) Demonstrai ¢, oricare ar fi n € N, multimea 4, conine cel mult un pétrat perfect;

¢) Determinati me N pentru care 2017¢€ 4,, .

Detalii rezolvare Bare.m
asociat

a) Suma elementelor din mulfimea A, este egald cu n° , deci este cub perfect 2p

b) Pentru n=1 avem A, ={1} .

Pentru n>2 avem (rz—l)2 <t —n+l<n’ +n-1< (rz+1)2 , deci multimea A4, conine 3p

cel mult patratul n” . (Acest lucru se intdmpld numai pentru # impar.)

¢) Avem m(m—1)+1<2017 <m(m+1)-1. Obfinem m =45 si 5

A, ={1981,1983,...,2017,...,2069} 2

Problema 2. Se considerd, la intdmplare, patru numere reale diferite. Demonstrati ca, dintre aceste

numere, se pot alege doud numere, @ si b, care au proprietatea 1a+ 2 <1.
= Barem
Detalii rezolvare :
asociat
Considerdm intervalele 1, =(—eo,—1]» I, =(~L1) si I =[Le). 1|
Avem R=1, U, U], . Conform principiului cutiei, exista ke {1,2, 3} astfel incét doud 2p |
dintre cele patru numere, notate a si b, s¢ gasesc in I, . 4\
Pentru numerele a si b inegalitatea din enunt este echivalenta cu (a+ b)2 <(1+ ab)2 sau 5 \
ch (a2 fl) (b2 —1) > () care este adeviratd pentru oricare ke {12, 3}. E 1

Problema 3.
a) Aritati ¢4 (Sm+3n+2p) +(5n—3m)’ +(3p=2n) +(2m=5 p)’ 1444, oricare ar fi
m, n §i p numere naturale prime diferite.

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 5. x+y +3J1-x+2437—-y=38.

Prelucrare Gazeta matematicd nr.6-7-8/ 2014
Detalii rezolvare

Barem |
asociat |




a) Efectuand calculele din membrul sting obfinem identitatea
(5m+3n+2p) +(Sn—3m) +(3p—2n) +(2m=5p) =38(m’* +r’+p*). (valabila, de

fapt pentru oie numere reale m, 7 si p).
Deoarece m, n si p sunt numere prime diferite, avem

38(m? +17” + p?) 238:(2° +3° +57) =1444. Obtinem concluzia. 2p
b) Folosind identitatea generald de la @) obfinem (Sa +3b+ 20)2 <38 (a2 +b%+¢ ) ¢} 2
pentru oricare numere reale a, b, ¢ cu egalitate pentru (a,b,¢)=(5,3,2) -

Ludm a:\[x+y,b =yJl-xsic :\[3—7?;—» si obtinem o” +b% +¢> =38 .

Ecuatia din enunt este echivalentd cu (5a+3b+ 20)2 =38 (a2 +b2+¢? ) si, pe baza relatiei 5

(1) deducem (a,b,c)=(5,3,2).
Obtinem (x,y)=(-8,33) .

Problema 4. Se considera patrulaterul ABCD in care AB = 4D si m(Zl-?E' ) = m(A/DE ) =90°.

Fie Ec (BC) si Fe(DC) astfel incat BF' L AE .
a) Ardtatica m(@?)<m(@)+m(ﬁ’) :

b) Fie {H}=DENBF sid dreapta care contine punctul H si este perpendiculard pe

planul (4BC). Aritati ¢ existd un punct V situat pe dreaptad, V' # H , astfel incat VA =VB

si VE LVF . Prof. Mircea Fianu
Detalii rezolvare Bare.m
asociat
a) Vom demonstra mai intdi cd AF L DE .
Pentru aceasta folosim /ema:
Un patrulater XYZT este ortodiagonal dac si numai dacd XY~ XT° =ZY* - ZI"..
Avem:
FE?~FD? = FE? —(AF* ~ AD? )= AD’ —(4F® ~ FE*) = 4B* ~ (4B’ - BE" )=BE" .(*)
Dar AE® — AD’ = AE* — AB* =BE’ .
Deducem ci patrulaterul AEFD este ortodiagonal , deci AF L DE. 3p
Patrulaterul ABCD este inscriptibil , iar unghiul 4ED este interior cercului circumscris
patrulaterului, deci m(AED) - m(ABD) .
Obtinem 90 —m(@) <90° —m(@) , adica m(@’) & m(];za) = %—m(@))
Cum m(ﬁ) + m(@) + m(ﬁ;l}) = m(BAD) , rezultd concluzia.
b) Rotim punctul B in jurul dreptei AE si rotim punctul D in jurul dreptei AF pand aceste
puncte se suprapun intr-un punct V. Acest lucru este posibil deoarece 4B = AD si 1p
| E4F < m( BAE |+ m( DAF . Ultima relai ne confirm ca ¥ ¢ (4BC) , deci ¥/ # .
Vom arata cd VH L (ABC) ,deci Ved .
Punctul H este ortocentrul triunghiului AFE.
Triunghiurile AVE si ABE precum si AVF si ADF sunt respectiv congruente. Deducem c& 1p

AV LVE si AV LVF .
Din relatiile (*) deducem ca FE> — FV*> =VE’, deci triunghiul VEF este dreptunghic in V.
Ca urmare tetraedrul VAEF este tridreptunghic in V'si VH L (4BC).
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