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Clasa a 9-a - Solutii si bareme orientative

1. Fie Q(v5) = {a + b5 | a,b € Q}. Aratati ci 1 4+ +/5 nu poate fi scris in forma
e+ ri 4 a2 cuxy, a0, .., 2, € Q(VE).

Solutie. Presupunem 1+ +/5 = >"1_ (ax + bpv/5)2. 1p

Atunci 1 =37 (af +5b3) si 1 =2, aby. 2p

Deducem Y7, (ai + 5b; — 2ayby,) = 0. 2p

De aici > (ax — bp)* + 4> ,_, b7 = 0, ceea ce conduce la a = by = 0 pentru k =
1,2,...,n — fals. 2p
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2. Determinati valoarea minimé a expresiei R Rt daci z gi y sunt numere reale
pozitive mai mici decat 2 astfel incat xy = 1.

Solutie. Avem 2%y? = 1. 1p

72 — 922 — 49/ 72—t 35

,unde t = 922 4 412, 2p

E ia este B = = =
Presta oSt B = S o M2 a2y 37—t 3T —¢
Cum 37 — t > 0 in conditiile problemei, valoarea minima se obtine daca t este minim. 2p
Avem t > 2,/922 - 492 = 12, cu egalitate pentru x = v/6/3, y = v/6/2, deci ty, = 12 si
Frin = 12/5. 2p

3. Un dreptunghi ABCD are AB = 3, BC' = 2. Fie E mijlocul laturii BC gi F' € (AB)
astfel incat <CDFE = < EDF'. Determinati lungimea BF'.
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A F B P
Solutie. Daca luam {P} = DE N AB, atunci DF = FP. 3p
Notand AF = x obtinem PF =6 —x = DF. 2p
In AADF teorema lui Pitagora di 22 + 22 = (6 — z)2, de unde z = 8/3 si BF = 1/3. 2p
Alta solutie. Daca luam FR | DF, R € DF, atunci FR = EC' = EB. 3p
Notand BF =y obtinem RF =y, DF =3+ y. 2p
Din AADF rezulta 22 + (3 — y)? = (34 y)?, de unde y = 1/3. 2p
4. Fie n > 3 un numar natural si P un poligon regulat cu n laturi, pe care il parcurgem in
sensul migcarii acelor de ceasornic. Pentru o asezare in varfurile lui P a numerelor 1,2,...,n
in ordinea ay,as,...,a, notam S = |a; — az| + |az — az| + ... + |an—1 — an| + |an — a1
(de exemplu, daca n = 4 i agezarea este cea alaturata, 3 1
S=1-4]+]4—-2|+1]2-3|+[3—-1|=38).
a) Determinati valoarea minima a lui S. 9 4
b) Determinati pentru céate agezari ale numerelor 1,2, ..., n se obtine acest
minim (doud asgezari care se obtin una din alta printr-o rotatie se considera identice).
Solutie. a) Aratam ca minimul este m,, = 2n — 2. 1p

Daca punem numerele in ordinea 1,2,...,n obtinem S = 2n — 2, deci m,, <2n —2. 1p



Aratam inductiv ca m,, > 2n — 2: cazul n = 3 este evident, iar daca orice suma pentru
n — 1 numere este cel putin 2n —4 si consideram o agezare oarecare cu n numere, n fiind intre
a gi b, a > b, atunci suma corespunzatoare este S = 2(n—a)+a—b+S" > 24+2n—4 = 2n—2,
deoarece a — b+ S’ este o suma pentru n — 1 numere. 2p

b) Rationamentul precedent arata ca pentru a obtine S = m,, este necesar si suficient ca
n—a=1sia—b+S =m,_, deci o agezare pentru a obtine m,, se obtine dintr-o agezare
pentru m,,_1, la care il inseram pe n ,langa” n — 1. Cum inserarea lui n se poate face in
doua moduri, reiese ca numarul agezarilor pentru care obtinem m,, este de doua ori mai mare
decat numarul agezarilor pentru care obtinem m,_;. Cum ms se obtine pentru cele doua
asezari posibile in cazul n = 3, rezultd c& m,, se obtine pentru 2”2 aseziri. 3p



