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Clasele 11-12 - Solutii si bareme orientative

1. Fie n > 2 un numar natural.

a) Determinati permutarile din S,, care au exact o inversiune.

b) Este adevarat ca orice permutare din S, se poate scrie ca un produs de permutari avand,
fiecare, exact o inversiune ?

Solutie. Sa numim mica o permutare avand exact o inversiune.

a) Observam ca transpozitiile (i,7+ 1), 1 <i < n — 1 sunt permutari mici. 2p

Aratam ca doar aceste permutari sunt mici. Fie f € S, o permutare micasi (i,7), 1 <i<j<n
inversiunea sa. Atunci f(1),...,f(i—1), f(e+1),...,f(j — 1) sunt j — 2 numere mai mici decat
f(4), de unde f(j) > j — 1. De asemenea, f(j+1),..., f(n) sunt n — j numere mai mari decat
f(), deci f(j) < n—(n—j)=j. Astfel, j —1 < f(j) < j. Analog obtinem i < f(i) <i+1. In

sfargit, din ¢ < j si f(i) > f(j) rezulta j =i+ 1 f(i) =i+ 1, f(j) =7 — 1. 2p
b) Raspunsul este ,,da”; pentru aceasta este suficient sa aratam ca orice transpozitie se poate
scrie ca produs de permutari mici. 1p

Intr-adevir, daci (1, 7) se poate scrie ca produs de permutari mici, atunci (¢, j+1) = (4, 7)(j, 7+
1)(4, ), deci si (7,7 + 1) se poate scrie ca produs de permutari mici. Aceasta, impreuna cu faptul
ca (4,7 + 1) este o permutare mica, probeaza inductiv afirmatia de mai sus. 2p

2. Determinati aria minima a unui patrat care are o latura pe dreapta y = 2z — 17 €i cu celelalte
dous varfuri pe parabola y = 2.
Solutie. Varfurile situate pe parabola se afla pe o dreapta de panta 2, deci au coordonatele

(—a,a?) si (a+2,(a+2)?), cua>0. 2p
Distantele lor la dreapta 22 —y — 17 = 0 sunt d = (a® + 2a + 17)/+/5, iar distanta dintre ele
este d' = \/(2a + 2)? + (4a + 4)2. 2p
Pentru a avea patrat trebuie d = d’, adica a = 1, sau a = 7. 2p
Aria minim4 se obtine pentru a = 1 si este d? = 80. 1p

3. Fie A gi B multimi finite de numere reale cu m, respectiv n elemente (m,n € N*, m > n).
Determinati numarul functiilor crescatoare surjective de la A la B.
Solutie. Fie A={a1 <ay <...<apn}, B={b <by<...<b,} sl x; numarul elementelor din

A care au imaginea b;, 1 < i < n. Functiile sunt descrise complet de (n—1)-uplul (21, 29, ..., 2, 1),
cuz; > lsgizi+...+x,1 <m. 2p
La randul lui, un astfel de (n — 1)-uplu este descris complet de girul strict crescator 1 < y; <
Yoo<...<yYyp1<m-—1l,cuy;=x1+22+...+x;, 1 <i:<n—1. 3p
Deoarece numarul acestor siruri este cel al alegerilor a n — 1 elemente distincte dintr-o multime
cu m — 1 elemente, raspunsul este C™~}. 2p

4. Fie f : [0,00) — [0,00) o functie cu proprietatea f2°1%(z) + 2015z = f£(2016z), unde
fll = fofo...ofdenori,ncN* Aritati ci f(x) > x, pentru orice x > 0.

Solutie. Din ipoteza reiese ca f(2016x) > 2015z, deci f(t) > aot, cu ag = 2015/2016. 2p
Atunci fPO1l(#) > a20'6t ceea ce conduce la f(t) > (a2’'°/2016 + ao)t = ait, cu a; =
a2 /2016 + ag. Obtinem inductiv f(t) > a,t, unde a, 1 = a2°*%/2016 + ay. 3p

Sirul (a,), este crescator gi subunitar, deci are o limita [ < 1. Prin trecere la limita obtinem
20161 = 12916 4 2015, de unde [ = 1. In sfarsit, din f(t) > a,t,Vn € N deducem f(t) > t. 2p



