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PROBLEME REZOLVATE 
prof.Gheorghe Crăciun  

CLASA a V-a  

1 Suma a două numere este 95. Să se determine produsul celor două numere ştiind că unul 
dintre ele este predecesorul dublului celuilalt număr. 

      Eugeniu Blăjuţ, Bacău 
Soluţie: 
Dacă x este numărul mai mic, atunci predecesorul dublului său este 2x – 1, aşadar se 
obţine relaţia    x + 2x – 1 = 95, de unde 3x = 96, adică  
x = 32, prin urmare cele două numere sunt 32 şi 63 iar produsul lor este 32⋅ 63 = 2016. 

2 În clasele a V-a A şi a V-a B ale unei şcoli sunt 48 elevi. Dacă se transferă 5 elevi de la 
clasa a V-a A la clasa a V-a B, atunci în clasa a V-a B vor fi cu 3 elevi mai mulţi decât 
dublul numărului care au rămas în clasa a V-a A. Să se determine numărul de elevi 
existent la început în fiecare clasă. 
       Eugeniu Blăjuţ, Bacău 
Soluţie: 
Dacă notăm cu a şi cu b numărul elevilor existenţi în clasele a V-a A, respective a V-a B, 
vom avea: a + b = = 48 
Dacă se transferă cei 5 elevi, în clasa a V-a A vor fi a – 5 elevi, în timp ce în clasa a V-a B 
vor fi b + 5 elevi si din datele problemei avem  b + 5 = 2⋅ (a – 5) + 3, relaţie din care se 
obţine pe rând: b + 5 = 2a – 10 + 3 b = 2a – 12, relaţie pe care o înlocuim în a + b = 48 şi 
se obţine 3a = 60 şi prin urmare a = 20 iar b = 28. 

3 Să se scrie în ordine crescătoare următoarele numere: 
a = 41009  - 22017 – 16504 , b = 9673 -  31345 - 5⋅ 27448 ; c = 49337 - 5⋅ 7673 - 13⋅ 49336  

Eugeniu Blăjuţ, Bacău 
Soluţie: 
Vom scrie, pe rând, numerele sub forma: 
 a = (22)1009 – 22017 – (24)504   
 a = 22018 – 22017 – 22016  
 a = 22016 ⋅ (22 – 2 – 1) de unde  
 a = 22016 – 23⋅ 672 = (23 )672 = 8672  
 b = (32 )673 – 31345 - 5⋅ (33 )448  
 b = 31346 – 31345 - 5⋅ 31344  
 b = 31344 ⋅ (32 – 3 – 5), prin urmare 
 b = 31344 = 32⋅ 672 = (32 )672 = 9672  
 c = (72 )337 - 5⋅ 7673 – 13⋅ (72 )336  
 c = 7674 - 5⋅ 7673 - 13⋅ 7672   
 c = 7672 ⋅ (72 - 5⋅ 7 - 13)  
 c = 7672 ⋅ (49 – 35 – 13), de unde 
 c = 7672  
Se observa că numerele a, b, c au acelaşi exponent şi comparând bazele se obţine: 
 c < a < b. 

4 Scrieți numărul S = (1 ⋅ 2 + 2 ⋅  3 + 3 ⋅  4 + ... + 100 ⋅ 101) – 5050 ca sumă de pătrate de 

numere naturale. 

O.L.M. Arges 



AXIOMA SUPLIMENT MATEMATIC NR.60 

 

44

 

S = 1 ⋅ (1 + 1) + 2 ⋅ (2 + 1) + 3 ⋅ (3 + 1) + ... + 100 ⋅ (100 + 1) – 5050                   
S = 12 + 1 + 22 + 2 + 32 + 3 + ... + 1002 + 100 – 5050                    
S = (12 + 22 + 32 +... + 1002) + (1 + 2 + 3 + ... +  100) – 5050                   
S = (12 + 22 + 32 +... + 1002) + 5050 – 5050  deci S = 12 + 22 + 32 +... + 1002 

5 Elevii unei clase merg pe o potecă de munte, unul ın spatele celuilalt. Când Andrei a ajuns 
la cabană, ın cabană se aflau deja jumătate din numărul elevilor aflați ınca pe traseu. 
Bianca a sosit a zecea după Andrei, iar după ea au rămas de două ori mai puțini elevi 
decât cei ajunși ınaintea ei la cabană. Câți elevi sunt ın acea clasă?   

 O.N.M 2013  
 Soluție.   
 Să presupunem că Andrei se află pe poziția n. Atunci ınaintea lui sunt n − 1, iar ın urmă 
lui sunt 2n − 2 elevi. Bianca se află pe poziția n + 10. Înaintea ei sunt n + 9, iar ın urmă ei 
sunt( n+9 )/2Numarul elevilor, raportat la Andrei, este n + 2n − 2 = 3n − 2. Numărul 
elevilor, raportat la Bianca, este n + 10 + (n+9)/ 2 . Obținem ecuația 3n − 2 = n + 10 + (n + 
9 )/2 cu soluția n = 11. Numărul de copii este 31 

  
CLASA  a VI-a 
1
. 

Să se determine numerele x, y, z ştiind că: 

yx

z

zx

y

zy

x

43

5

53

4

54

3

+
=

+
=

+
  iar 3x + 8y + 41z = 2016. 

     Eugeniu Blăjuţ, Bacău 
Soluţie: 
Adunând numărătorii la numitor, se obţine: 

 
zyx

z

zyx

y

zyx

x

543

5

543

4

543

3

++
=

++
=

++
, de unde 3x = 4y = 5z şi împărţind 

această relaţie la 60 se obţine 
121520

zyx == .  

Notînd valoarea acestui şir de rapoarte cu k, vom găsi x = 20k, y = 15k, z = 12k şi 
înlocuind în a două relaţie se găseşte: 
 3⋅ 20k + 8⋅ 15k + 41⋅ 12k = 2016, sau încă 
 672k = 2016 şi prin urmare k = 3 iar x = 60, y = 45, z = 36.   
 

2
. 

Fie BD, respective CE bisectoarele unghiurilor B şi C ale triunghiului ABC în care m(∠C) 
= 2⋅ m(∠B). D  ∈ AC,  E ∈ AB. Dacă BE +CD = BC, să se determine măsurile 
unghiurilor triunghiului ABC 
       Eugeniu Blăjuţ, Bacău 
 
Soluţie: 
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Notăm cu I intersecţia bisectoarelor BD şi CE iar perpendiculara din E pe BD intersectează 
dreapta BC în F. 
Deoarece Bi este bisectoarea unghiului B şi BI ⊥ EF rezultă că ∆ EBF este isoscel cu [BE] 
≡ [BF] şi cum BE + CD = BC rezultă că [CF] ≡ [CD]. 
∆ EBD ≡ ∆ FBD ([BE] ≡ [BF], ∠EBD ≡ ∠ FBD, [BD] ≡ [BD]) de unde  [DE] ≡ [DF], (1)  
∆ ECF ≡ ∆ ECD ([CF] ≡ [CD], ∠ECF ≡ ∠ECD, [EC] ≡ [EC]) de unde [EF] ≡ [ED] (2) . 
Din (1)  şi (2)  rezultă că [DE] ≡ [EF] ≡ [DF] , aşadar triunghiul DEF este echilateral. 
Din ∆ EBD ≡ ∆ FBD rezultă că m(∠ EDB) = m(∠FDB) = 30°.Unghiul DFC este unghi 
exterior triunghiului BDF, de unde  
m(∠DFC) = m(∠DBF) + m(∠BDF), adică m(∠DFC) = m(∠DBF) + 30°  
şi cum triunghiul CFD este isoscel rezultă că m(∠FDC) = m(∠DBF) + 30°. 
În triunghiul CFD, avem:m(∠CFD) + m(∠CDF) + m(∠C) = 180°, şi înlocuind, vom 
obţine m(∠ DBC) + 30° + m(∠DBC) + 30° + m(∠ C) = 180°, de unde 
2⋅ m(∠DBC) + m(∠C) = 120° şi cum 2⋅ m(∠DBC) = m(∠B) iar m(∠C) = 2⋅m(∠ B), se 
obţine 3⋅ m(∠B) = 120°, adică m(∠B) = 40°, m(∠C) = 80° iar m(∠C) = 60° 

 
3
. 

 Se consideră în N, ecuaţia : 

���� �
�
− � ����

�
= ��

�� . 

a) Să se arate că ecuaţia are o singură soluţie naturală ; 
b) Determinaţi soluţia  	 ∈ � , a ecuaţiei date. 

                                             Ionel Tudor,Călugăreni, Viorica Dogaru, Giurgiu                                                            

       Soluţie: 
a) Fie � ≠ 		, două  soluţii distincte ale ecuaţiei , deci 

 

���� �
�
− � ����

�
= ���� �

�
− � ����

�
= ��

��  . 

 
Presupunem  � > 	   şi atunci  prima egalitate se scrie: 
 

���� �
�
− ���� �

�
= � ����

�
− � ����

�
 ; 

 

���� �
�
����� �

���
− 1� = � ����

�
�� ����

���
− 1� ,           (∗) 

 

Avem  ���� �
���

> ��
� > 1 > �

�� > � ����
���

  , de unde  ���� �
���

− 1 > 0 >
� ����

���
− 1 . 

Cum   ���� �
�
> 1 > � ����

�
> 0 ,  egalitatea  �∗� este imposibilă deoarece primul 

membru este pozitiv  iar al doilea este negative. 
Cazul  � < 	 , se tratează analog. 

b)  Se observă că     n=1  , verifică ecuaţia :   
��
� −

�
�� =

������
�� = ��

��  ,                                                                 

deci   n=1  ,  este singura soluţie naturală  a ecuaţieie date. 



AXIOMA SUPLIMENT MATEMATIC NR.60 

 

46

 

4
. 

Fie într-un plan 
1 2 3 4; ; ;d d d d  patru drepte distincte concurente şi { }1 2 3 4d d d d O∩ ∩ ∩ = .  

a) Justificaţi că dreptele 1 2 3 4; ; ;d d d d  formează în jurul punctului O  cel puţin un unghi 

de măsură mai mare sau egală cu 045 . 

b) Justificaţi că cel mult două unghiuri  formate de dreptele 1 2 3 4; ; ;d d d d  în jurul 

punctului O  au măsura mai mică decât 090 . 

c) Câte unghiuri proprii se formează dacă mai construim încă o dreaptă d  în acelaşi 
plan?  
Observaţie. Considerăm că două drepte paralele sau confundate nu formează nici un 
unghi, iar două drepte concurente formează patru unghiuri. 

                                                                          Constantin Ursu 
 Soluţie: 
a) În jurul punctului O  se formează 8  unghiuri ce determină patru perechi de unghiuri 
opuse la vârf, deci patru perechi de unghiuri congruente două câte două. Presupunem prin 

absurd că toate unghiurile formate în jurul punctului O  au măsura mai mică decât 045 . 

Rezultă că suma măsurilor celor 8  unghiuri formate în jurul punctului O  este mai mică 

decât 0 08 45 360⋅ = , ceea ce reprezintă o contradicţie, deoarece suma unghiurilor 

formate în jurul unui punct este egală cu 0360 . 
b) Presupunem prin absurd că există cel puţin trei unghiuri formate de dreptele 

1 2 3 4; ; ;d d d d  în jurul punctului O  cu măsura mai mare decât 090 . Având în vedere că 

avem patru perechi de unghiuri congruente două câte două rezultă există cel puţin patru 

unghiuri formate de dreptele 1 2 3 4; ; ;d d d d  în jurul punctului O  cu măsura mai mare 

decât 090 , deci suma măsurilor acestor patru unghiuri este mai mare decât 
0 04 90 360⋅ = , ceea ce reprezintă o contradicţie deoarece suma măsurilor tuturor celor 

8  unghiuri formate de dreptele 1 2 3 4; ; ;d d d d  în jurul punctului O  este egală cu 0360 . 

c) Cazul I. O d∈ . Dacă dreapta d  coincide cu una din dreptele 1 2 3 4; ; ;d d d d , deci din 

cele cinci drepte avem patru drepte distincte două câte două cu care se pot forma 6  

perechi de drepte concurente. Prin urmare, acestea formează 6 4 24× =  de unghiuri, iar 

dacă d  nu coincide cu nici una din dreptele 1 2 3 4; ; ;d d d d , atunci avem cinci drepte 

concurente două câte două cu care se pot forma 10 perechi de drepte concurente şi acestea 
formează 10 4 40× =  de unghiuri. 

Cazul I. O d∉ . Dacă dreapta d  este paralelă cu una din dreptele 1 2 3 4; ; ;d d d d , atunci 

ea este concurentă cu fiecare din celelalte trei drepte cu care formează 3 4 12× =  

unghiuri, iar cele patru drepte concurente în punctul O  formează 6 4 24× =  unghiuri, 

deci în total 12 24 36+ =  unghiuri. Dacă dreapta d  este concurentă cu fiecare din cele 

patru drepte 1 2 3 4; ; ;d d d d , atunci ea formează cu aceste drepte 4 4 16× =  unghiuri la care 

trebuie să adăugăm cele 6 4 24× =  unghiuri  formate de cele patru drepte 1 2 3 4; ; ;d d d d   

concurente în punctul O , de unde rezultă că în total avem 16 24 40+ =  unghiuri. 
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5
. 

Aflaţi numărul natural n  ştiind că media aritmetică a celor mai mici n  numere impare 

consecutive, micşorată cu 1, este egală cu numărul natural 0 1 2 20012 2 2 ... 2A = + + + +  
                                                                          Maria Minea şi Cecilia Solomon 

Soluţie: a) Avem că 12 2 2 2 2n n n n++ = ⋅ =  pentru orice n∈� . Aplicând această 
formulă obţinem că 

( ) ( ) ( )1 2 3 2001 1 1 2 3 2001 2 2 3 20011 1 1 2 2 2 ... 2 2 2 2 2 ... 2 2 2 2 ... 2A+ = + + + + + + = + + + + + = + + + + =

 2001 2001 2002... 2 2 2= = + = . Deci, 20022 1A = − . Cele mai mici n  numere impare 

consecutive  sunt 1;3;5;.... ( )...; 2 1n⋅ − , iar media aritmetică a acestor numere 

micşorată cu 1 este egală cu 
( )1 3 5 ... 2 1

1
n

n

+ + + + ⋅ −
− =  

2

1 1
n

n
n

= − = − . Prin urmare, 

2002 20021 1 2 1 2n A n n− = ⇔ − = − ⇔ = . 
1 CLASA  a VII-a 

Pe latura DC a pătratului ABCD se consideră punctual E şi fie {P} = AE ∩ BC iar AN 
bisectoarea unghiului EAB, N ∈ (BC). Perpendiculara din P pe NE intersectează dreapta 
DC în M. Să se demonstreze că AM este bisectoarea unghiului DAE. 

      Eugeniu Blăjuţ, Bacău 
 
Soluţie: 
 

     
Deoarece MC ⊥ NP iar NE ⊥ PM rezultă că E este ortocentrul triunghiului MNP şi prin 
urmare PE ⊥ MN, adică AP ⊥ MN. 
Notăm cu {F} = AP ∩ MN. 

∆ABN ≡ ∆ AFN ([AN] ≡ [AN], ∠NAB ≡ ∠ NAF)(i.u) prin urmare [AB] ≡ [AF] 
şi cum [AB] ≡ [AD] rezultă că [AF] ≡ [AD]. 

∆ADM ≡ ∆ AFM ([AM] ≡ [AM], [AD] ≡ [AF]) (i.c) de unde ∠DAM ≡ ∠ FAM 
adică AM este bisectoarea unghiului DAF. 
 

2. Fie I intersecţia bisectoarelor BN şi CM din triunghiul dreptunghic ABC, m(∠A) = 90°. 
Perpendiculară în I pe IC intersectează dreapta AB în P şi pe AC în D. 

a) Să se demonstreze că triunghiul PIC este isoscel; 
b) Să se arate că IN2 = AN⋅ DN 

Eugeniu Blăjuţ, Bacău 
Soluţie: 
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a) Din ∆ ADP avem m(∠APD) = 90° - m(∠ADP) iar  
 Din ∆ IDC avem m(∠ICD) = 90° - m(∠IDC) şi cum m(∠ADP) = m(∠IDC) 
rezultă că ∠APD ≡ ∠ ICD ≡ ∠ ICB. 
 ∆BIP ≡ ∆ BIC ([BI] ≡ [BI], ∠IBP ≡ ∠ IBC, ∠IPB ≡ ∠ ICB) de unde rezultă că  

[BP] ≡ [BC] şi că [IP] ≡ [IC], adică triunghiul PIC este isoscel. 
b).        Din [BP] ≡ [BC] rezultă că triunghiul BPC este isosel şi cum BQ este bisectoarea 
unghiului B rezultă că BQ ⊥ PC. 
Triunghiul PIC este isoscel şi cum IQ ⊥ PC rezultă că IQ este şi bisectoarea unghiului PIC, 
adică m(∠PIQ) = m(∠CIQ) = 45°. 
Deoarece I este intersecţia bisectoarelor în triunghiul ABC, rezultă că AI este la rândul ei 
bisectoarea unghiului BAC, aşadar m(∠BAI) = m(∠CAI) = 45°. 
Triunghiurile AIN şi IDN sunt asemenea (∠IAN ≡ ∠ DIN(45°), ∠ANI ≡ ∠ IND (unghi 

comun)) de unde se obţine 
IN

AN

DN

IN = , de unde IN2 = AN⋅ DN 

 
3
. 

Pe baza BC, a triunghiului isoscel ABC, în care m(∠A) = 100°, se construieşte în 
exteriorul, triunghiul echilateral BCD. Bisectoarea unghiului ABD intersectează dreapta 
AC în E. Să se demonstreze că ABDE este trapez isoscel. 
       Eugeniu Blăjuţ, Bacău 
 
Soluţie: 

     
Fie {O} = AD ∩ BE. 
Din ipoteză avem că m(∠ABC) = m(∠ACB) = 40° şi cum m(∠CBD) = 60° rezultă că 
m(∠ABD) = 100° şi prin urmare m(∠ABE) = m(∠EBD) = 50°. 
 Pe de altă parte ∆ABD ≡ ∆ ACD( [AB] ≡ [AC], [AD] ≡ [AD], [BD] ≡ [DC]) 
aşadar m(∠BAD) = m(∠CAD) = 50° ceea ce demonstrează că ∠OBA ≡ ∠ OAB adică 
triunghiul OAB este isoscel, de unde [OA] ≡ [OB] iar m(∠BOA) = 80°. 
 ∆BOD ≡ ∆ AOE (∠OBD ≡ ∠ OAE (50°), [OB] ≡ [OA], ∠BOD ≡ ∠AOE (op. 
vârf)) de unde rezultă că [OD] ≡ [OE] iar [BD] ≡ [AE]. 
 Din [OD] ≡ [OE] rezultă că triunghiul ODE este isoscel şi cum m(∠DOE) = 80° 
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rezultă că m(∠ODE) = m(∠OED) = 50°, aşadar m(∠OAB) = m(∠ODE) = 50°  şi cum 
sunt alterne interne rezultă că AB || DE, adică ABDE este trapez.  
 Deoarece [BD] ≡ [AE] se obţine că ABDE este trapez isoscel. 

4
. 

 a) Suma unor numere naturale impare consecutive este 209000, iar diferenţa dintre ultimul 
termen şi al treilea termen al sumei este 194. Câte numere sunt? Care este ultimul termen 
al sumei? 

b) Determinaţi n∈Z , pentru care 4 5

2 1

n
A

n

−=
+

 este număr întreg. 

                                                                          Cecilia Solomon şi Maria Minea 
Soluţie: 
a) Notăm primul termen cu a , deci termenii sumei vor fi 

,  2 1,  2 2,...,  2 ( -1)a a a a n+ ⋅ + ⋅ + ⋅   unde  cu n  am notat numărul termenilor. Avem că 

2 1 2 2 ... 2 ( -1) 209000a a a a n+ + ⋅ + + ⋅ + + + ⋅ =    ( )1  şi ( )2 1 2 2 194a n a+ ⋅ − − − ⋅ =   

( )2 .  Avem că (1)⇔ ( 1)
2 209000

2

n n
n a

−⋅ + ⋅ =  şi din in relaţia ( )2  obţinem 100n =

şi  apoi  înlocuind în relaţia ( )1  avem că 100 9900 209000 1991a a⋅ + = ⇒ = . Deci, 

numărul termenilor este 100 iar valoarea ultimului termen este 1991 2 99 2189+ ⋅ = .  

b) ( ) ( )4 5 4 5
2 1 | 4 5

2 1 2 1

n n
A n n

n n

⋅ − ⋅ −= ∈ ⇒ ∈ ⇒ ⋅ + ⋅ −
⋅ + ⋅ +

� � . Dar 

( ) ( ) ( ) ( ) { }2 1 | 4 2 2 1 |7 2 1 1; 7n n n n⋅ + ⋅ + ⇒ ⋅ + ⇒ ⋅ + ∈ ± ± , deci { }4; 1;0;3n∈ − − . Verificând 

valorile obţinute ajungem la  soluţia finală { }1;3n∈ −  
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5
. 

În ABC∆ , fie ( )D BC∈  astfel încât BD p

CD q
=  şi ( )E AD∈  astfel încât DE p

AE q
= . 

a) Calculaţi AF

CF
 unde { }F BE AC= ∩ . 

b) În ce condiţii  AB q

BD p
= ? 

       Soluţie: 

a) Aplicăm teorema lui Menelaos în ADC∆  şi secanta B E F− − : 1
EA BD FC

ED BC FA
⋅ ⋅ =   

( )1 . 

BD p BD p

DC q BC p q
= ⇒ =

+
,
EA

ED
=

q
 

p
, şi ( )1  ⇒

FC

FA
=

p q

q

+
 ⇒ AF

FC
=

q

p q+
. 

b) Din ipoteză avem că 
BD p

CD q
=  şi 

AB q

BD p
= , deci 

CD AB q

BD BD p
= = , de unde 

obţinem CD AB= . Pentru ca ultima relaţie să fie posibilă trebuie sa avem BC AB> . 
Pe de alta  

parte observam că în acest caz avem că 
AE AB q

DE BD p
= =  şi aplicând reciproca teoremei 

bisectoarei interioare obţinem că (BE  este bisectoarea unghiului ABC� . 

                                                                
  
Clasa a VIII-a 
1. Într-un acvariu cu dimensiunile bazei de 100 cm şi 75 cm şi înălţimea de 50 cm sunt 61 de 

pesti aurii. Să se arate că în orice moment există cel puţin 2 peştisori care se găsesc la o 
distanţă mai mică de 37 cm. 
       Eugeniu Blăjuţ, Bacău 
Soluţie: 
 Pentru ca sunt 61 de peştişori, vom împărţi acvariul în 60 de acvarii mai mici având 
dimensiunile de 25x25x5 cm. Pentru aceasta vom împărţi lungimea bazei în 4 , lăţimea 
bazei în 3 iar înălţimea la 5. Obţinând în acest mod 4⋅3⋅5 = 60 acvarii mai mici. 
 Cazul cel mai nefavorabil este în situaţia în care în fiecare acvariu mic se găseşte 
căte un peştişor. Cum sunt 60 de acvarii mici şi 61 de peştisori, înseamnă că într-un acvariu 
trebuie sa fie 2 peşti iar distanţa cea mai mare dintre ei este atunci când ei sunt în capetele 
unei diagonale, prin urmare  d2 = 252 + 252 + 52, adică d2 = 625 + 625 + 25 
d2 = 1300 < 1369 = 372 , aşadar d < 37, adică în orice moment se găsesc 2 peştişori pentru 
care distanţa dintre ei este mai mică de 37 cm. 

2. Să se rezolve în ×Z Z  ecuaţia: 2( 1) ( 9) ( 10)x x x x y⋅ + ⋅ + ⋅ + = . 

*** 
Avem că  

( ) ( ) ( )2 2( 1) ( 9) ( 10) 10 1 9x x x x y x x x x y   ⋅ + ⋅ + ⋅ + = ⇔ ⋅ + ⋅ + ⋅ + = ⇔      
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( ) ( )2 2 210 10 9x x x x y+ ⋅ ⋅ + ⋅ + = . Notăm 2 10t x x= + ⋅  şi ecuaţia devine 

( ) 2 2 29 9 0t t y t t y⋅ + = ⇔ + ⋅ − = ⇔.  ⇔ 2 281 81
9 0

4 4
t t y
 + ⋅ + − − = 
 

⇔

( )2 22 9 4 81t y⋅ + − ⋅ = ⇔ ( ) ( )2 9 2 2 9 2 81t y t y⋅ + − ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ = . Cum ,x y∈Z , rezultă 

că ( ) 812 9 2t y D⋅ + − ⋅ ∈ . Deci, mulţimea soluţiilor ecuaţiei, notată S , este 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0;0 , 10;0 , 9;0 , 1;0 , 5; 20 , 5;20S = − − − − − − . 

3. Fie , , ,A B C D  patru puncte necoplanare, , ,E F G  picioarele înălţimilor BCD∆  şi 

, ,R P Q mijloacele laturilor aceluiaşi triunghi ( ,E R BC∈ ; ,F P CD∈ ; ,G Q BD∈
). 

a) Să se arate că AE AF AG= =  dacă şi numai dacă AR AQ AP= = . 

b) Dacă AB CD= , AD BC=  şi AC BD=  să se arate că feţele tetraedrului ABCD 
sunt triunghiuri ascuţitunghice. 

Iuliana Duma 
Soluţie: 

a) , , , , ,E F G P Q R sunt conciclice. Fie O  astfel încât ( )AO BCD⊥ , ( )O BCD∈ . 

„ ⇒ ” Din relaţiile AE AF AG= =  şi ( )AO BCD⊥ , rezultă că OE OF OG= = . Deci, 

, ,E F G∈C ( ),O OE . Cum , , , , ,E F G P Q R sunt conciclice, rezultă că OP OQ OR= = . 

Deoarece ( )AO BCD⊥ , din ultima relaţie obţinem că AP AQ AR= = . 

Reciproc „⇐ ” . 

  b) ABC BAD CDA DCB∆ ≡ ∆ ≡ ∆ ≡ ∆ . Construim 'CA BD� astfel încât 'CBDA  

să fie paralelogram. Presupunem că �( ) 90m CAD ≥ o . Cum �( ) �( )m DBC m CAD= , rezultă 

că 'CD BA≥ . Fie P  punctul de intersecţie al diagonalelor paralelogramului 'CBDA . În 
ABP∆ , avem că AB BP AP< + . Rezultă că 'AB BA< , contradicţie, deoarece 

AB CD= . 

4. Se dau patru puncte necoplanare , , ,A B C D , iar 1 2 3, ,G G G  sunt centrele de greutate ale 

triunghiurilor ABC∆ , ABD∆  şi respectiv ACD∆ , iar , ,M N P  şi Q  sunt mijloacele 

segmentelor [ ]AB , [ ]BC , [ ]CD  şi respectiv [ ]AD .      

a) Demonstraţi că dreptele MP  şi QN  sunt concurente. 

b) Aflaţi raportul ariilor triunghiurilor 1 2 3G G G∆  şi BCD∆ . 

                                                                          Cecilia Solomon 
Soluţie: 

 a) Segmentul [ ]MN  este linie mijlocie în triunghiul ABC∆  şi [ ]QP  este linie mijlocie în 

triunghiul ACD∆ , de unde rezultă MN AC�  şi 
2

AC
MN = , respectiv QP AC�  şi 
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2

AC
QP = , de unde rezultă că segmentele [ ]MN  şi [ ]QP  sunt paralele şi congruente, deci 

MNPQ este paralelogram şi, prin urmare, diagonalele paralelogramului MNPQ sunt 

concurente, adică  dreptele MP  şi NQ sunt concurente. 

b) Notăm cu R  mijlocul segmentului [ ]BD . Avem că [ ]1G AN∈ , [ ]2G AR∈ , [ ]3G AP∈  

şi 1AG

AN
=  32 2

3

AGAG

AR AP
= = = . Aplicând reciproca teoremei lui Thales în triunghiurile 

ABC∆ , ABD∆ , ACD∆  obţinem că 1 2G G NR� , 2 3G G RP� , 3 1G G PN�  şi, apoi, cu 

teorema fundamentală a asemănării aplicată în aceleaşi triunghiuri obţinem 

2 3 3 11 2 2

3

G G G GG G

NR RP PN
= = = , de unde rezultă că triunghiurile 1 2 3G G G∆  şi NRP∆  sunt 

asemenea cu raportul de asemănare 
2

3
, de unde obţinem 1 2 3

2
2 4

3 9
G G G

NRP

S

S
∆

∆

 = = 
 

. Din faptul că 

, ,N R P sunt mijloacele laturilor triunghiului BCD∆  obţinem că 
2

1 1

2 4
NRP

BCD

S

S
∆

∆

 = = 
 

, de unde 

rezultă că 1 2 3 1 2 3
4 1 1

9 4 9
G G G G G GNRP

NRP BCD BCD

S SS

S S S
∆ ∆∆

∆ ∆ ∆

⋅ = ⋅ ⇔ = . 

5. Să se arate că 
2 2 2

1 1 1 9

sin sin sin 2α β γ
+ + ≥ , unde , ,α β γ  sunt măsurile unghiurilor 

formate de o diagonală a unui paralelipiped dreptunghic cu muchiile ce pornesc din acelaşi 
vârf cu aceasta. 

                                                                          Emil Dumitrescu 
Soluţie: 

Notăm cu , ,a b c lungimile muchiilor paralelipipedului şi obţinem 
2 2

2 2 2
sin

b c

a b c
α +=

+ +
, 

2 2

2 2 2
sin

c a

a b c
β +=

+ +
 şi 

2 2

2 2 2
sin

a b

a b c
γ +=

+ +
, de unde rezultă că 

2 2 2sin sin sin 2α β γ+ + = , de unde deducem 
2 2 2

sin sin sin
1

2 2 2

α β γ     + + =     
     

. Dacă 

, , 0x y z >  şi 1x y z+ + = , atunci folosind inegalitatea Cauchy-Buniacovsky obţinem 

că ( ) ( ) ( )
22 2

2 2 21 1 1
x y z

x y z

        + + ⋅ + + ≥               

 

( ) ( )
2

21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 9 9x x x x y z

x y z x y z x y zx x x

    ≥ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⇔ + + ⋅ + + ≥ + + ⇔ + + ⋅ ≥ ⇔ + + ≥    
     

. 

Deci, dacă , , 0x y z >  şi 1x y z+ + = , atunci 
1 1 1

9
x y z

+ + ≥ . Mai sus am demonstrat 
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că avem relaţia 
2 2 2

sin sin sin
1

2 2 2

α β γ     + + =     
     

 şi considerând 
2

sin

2
x

α =  
 

, 
2

sin

2
y

β =  
 

 şi 

2
sin

2
z

γ =  
 

 obţinem 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1 9
9 9

sin sin sin sin sin sin 2x y z α β γ α β γ
+ + ≥ ⇔ + + ≥ ⇔ + + ≥ . 
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Trandafirescu Ioana 5; Toader Delia 4;  Ionescu Iulia 2; Tanase Alexandru 2; Dicu Raluca 4; 
Ene Catalin 3; Mateoiu Andreea 8; Florea  Delia 8; Aron Georgiana 4; Stoica Mihaela 4; 
Petrache Cosmin 2; Panait Natalia 4. Andrei Veronica 3; Bîcîin Alexandra 4; Mihai Andreea 3;  
Trandafirescu Ioana 2;  Dicu Raluca 2; Ene Catalin 2; Mateoiu Andreea 6; Florea  Delia 6; Aron 
Georgiana 7; Tatu Alina 15; Petrache Cosmin 4; Panait Natalia 2; Petre Nidia 7; Vasiliu Roberta 
4; Iuga Ramona 2; Pana Cristina 2. 
 
Colegiul Naţional „Mircea cel Bătrân” Constanţa Gache Florian: Balan Sarah 130; Nanu  
Maria 100; Paris Ariana 100; Contanu Mihaiv Dragus Alexandra 100; Maxim Iulia 110; Bresug 
Stefan 120; Epure Elena 140; Caciandone Dimitri 100; Rusu Alexandru 110; Zisu Sarah 130; 
Apolozan Octavian 120; Halep Alexandra 110; Bela Marina 140; Ciopa  Nicole 120; Gheldi Iren 
130; Lefter Sinziana 120; Avrigeanu Andrei 140; Osman Arun 140; Gache Adina 120; Micu 
Alexia 140; Bonciu David 100; Moise Tiberiu 100; Petre  Mihnea 110; Cristea Ruxandra 100; 
Cristea Mihnea 100; Coada Alexandra 140; Bratulescu Bianca 100; Andries Miruna 100; Soricut 
Irina 100; Panait Ilinca 120; Anghel Dragos 100; Scriosteanu Cosmin 100; Micu Raisa 110.   
Şcoala Nr. 1 Suceava, prof. Toma Lăcrămioara: Bertea Cezara Elena 39; Buta Ana Letiţia 
39; Domunco Daria Teodora 39; Fujii Luca Ion 44; Gheţău Ioana 44; Ignătescu Răzvan 39; 
Irimescu-Kruk Timea 50; Ivan Rare  Răzvan 44; Ma Nin Andreiş 39;  Melinte – Popescu Tudor  
Ştefan 44; Pîslaru Andrada 25; Popovici Mihnea 44; Puha Sara 37; Sănducu  Cosmin 25; 
Sorocaniuc Ciprian Luca 44; Stroia Viana 44;  Şuhani-Hreceniuc Matei Andrei 25; Tomniuc 
Matei 39; Vizitiu Tudor  tefan 39.   Prof.   Andronache Maricica: Sofroni MaiaAnastasia 10, 
Sîrghi Tudor  Ştefan 10, Toma Dragoş  Ionuţ 10. 
Școala Gimn. “Discovery”, jud. Ilfov. Prof.Grama Mon ica:Toader Amalia Cristiana 10.  
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