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Test la MATEMATIC¼A

Se acord¼a 10 puncte din o�ciu. Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p 1. Consider¼am num¼arul complex z = m + i, m �ind un parametru real (i2 = �1). Pentru ce

valori ale lui m avem

����z � 2

z

���� > 1?
5p 2. Ar¼ataţi c¼a, dac¼a a, b, c 2 R�+, atunci numerele a+b

a+b�c ,
b+c

b+c�a şi
c+a

c+a�b nu sunt simultan din
intervalul (1, 2).

5p 3. Rezolvaţi sistemul
�
xy = 1

x2x�y = y2(x�y)
în R� R.

5p 4. Not¼am cu P(X) muļtimea tuturor submuļtimilor muļtimii X. O funcţie f : P(X) ! P(X)
este bun¼a dac¼a f(A) � A, 8A 2 P(X). Care este probabilitatea ca, alegând la întâmplare o
funcţie f : P(f1; 2; 3; 4g)! P(f1; 2; 3; 4g), aceasta sa �e bun¼a?

5p 5. Calculaţi distanţa dintre dreptele de ecuaţii 2x� y � 5 = 0 şi 2y � 4x+ 7 = 0.
5p 6. Determinaţi soluţiile din intervalul [0; 2�] ale ecuaţiei 4 cos3 x� 3 cosx� sin 3x = 0.

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

1. Fie matricea A(x; y) =
� p

1� xy x
y �

p
1� xy

�
, unde parametrii reali x şi y sunt aşa

încât xy � 1.
5p a) S¼a se arate c¼a muļtimea f Bp 2 M2;2(R) j Bp = A(1+ p; 1� p)�A(1; 1), p 2 R+g, împreun¼a

cu operaţia de adunare a matricelor, formeaz¼a monoid.

5p b) Pentru n 2 N�, s¼a se calculeze determinantul matricei
nP
k=0

Ak(1; 0), unde A0(1; 0) = I2.

5p c) S¼a se demonstreze c¼a dac¼a B;C 2 M2;1(R) sunt astfel încât A(x; y)B = B şi A(x; y)C = �C,
8x; y 2 R, cu xy � 1, atunci BTC = 0.

2. Fie x1, x2 şi x3 r¼ad¼acinile polinomului P = X3 + 3X2 + pX + q din R[X].
5p a) S¼a se calculeze, în funcţie de p şi q, determinantul������

x1 qx2 x3
x2 qx3 x1
px3 pqx1 px2

������ :
5p b) Determinaţi p şi q astfel încât P s¼a aib¼a o r¼ad¼acin¼a de multiplicitate trei.

5p c) Care este relaţia dintre p şi q dac¼a toate cele trei r¼ad¼acini ale lui P au aceeaşi parte real¼a?

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1. Fie funcţia f : R! R, cu proprietatea: jf(x)� f(y)j � jx� yj2, 8x; y 2 R.
5p a) Demonstraţi c¼a f este derivabil¼a pe R.
5p b) Dac¼a f(0) = 1; a�aţi f(1).

5p c) Ar¼ataţi c¼a valoarea în x = 0 a derivatei
�
f(x)
x+1

�(n)
este egal¼a cu (�1)nn!f(0), 8n 2 N�.

2. Pentru orice n 2 N�, not¼am Jn =

Z 1

0

lnn (x+ 1) dx.

5p a) Calculaţi J1 şi J2.

5p b) Ar¼ataţi c¼a, pentru orice n 2 N� n f1g, Jn + nJn�1 = 2 lnn 2.

5p c) Demonstraţi c¼a şirul
�
J2n
(2n)!

�
n2N�

este convergent şi a�aţi-i limita.


