S.S.M.R. Colegiul National “ Al I. Cuza”
Filiala Corabia Corabia, Olt

Concursul interjudefean de matematicd
“DANUBIUS” — 2016
Corabia, Editia a 10-a

Clasa a X-a

Subiectul I.

Sa se determine numerele reale sau complexe z cu proprietatea ca exista o constanta a
reala sau complexa astfel incat

a1
Z —+ _n =a
y4
pentru orice n € N*. Sa se determine apoi a .

Conf.univ. dr. Andrei Vernescu
Subiectul 11

Determinati numerele reale x , astfel incat log, ., x = log,z,, x* = log a0, x*1¢

Prof. Tutescu Lucian , Craiova
Prof. Tomescu Nicolae , Corabia
Subiectul 1.

= =
a) Sascaratecda  t_E€R WVz €7,

Yz EC*

]

b) S se arate ci functia : €* — [—2,2] definitd prin f(z) = §:+

este surjectiva .
Prof.dr, Ovidiu Pop , Satu Mare

Subiectul IV.

 Fie a,b ,c numere reale pozitive astfel incat ab + bec +ca =3

1 1 1

Sa se demonstreze inegalitatea +

=1 .
a+ 2 b3+2+cz+2_

Profesori: Leonard Giugiuc , Dan Sitaru , Drobeta Tr. Severin

Notia. Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect este notat de la 0 la 7 puncte.
Timp efectiv de lucru 3 ore.
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Concursul interjudefean de matematici
“DANUBIUS” — 2016
Corabia, Editia a 10-a

- Barem de corectare - Clasa a X-a

Subiectul I.

Sa se determine numerele reale sau complexe z Cu proprietatea ca exista o constanta a, reala
sau complexa astfel incat

z" + =a

n

z
pentru orice n e N*. Sa se determine apoi a.
Conf.univ. dr. Andrei Vernescu
Solutie :

Din ipoteza rezulta, in particular, pentru n=1si n=2,
y 1 =724 iz, relatie care este echivalenta cu
z z

(z-1*(z° +2+1) =0.
Solutia z=1 convine sida a=2.
Daci z°+2z+1=0, atunci, prin impartire cu z (avand z = 0) se obtine

z+1=—l,
z

din care, prin ridicare la patrat, rezulta

z° +Z—12:—1,

dar, avand in vedere c4, in acest caz, z° =1, rezultd

1

3

+—=2,
Z3

deci nu se mai obtine aceiasi valoare ca pentru suma patratelor. Asadar cazul

z*+2z+1=0 nu convine problemei.
In concluzie, z=1si a=2.

Subiectul 11
Determinati numerele reale x , astfel incat log,.., x = log, 2., x% = log, s, x*"1% |

Prof. Tutescu Lucian , Craiova, Prof. Tomescu Nicolae , Corabia

Solutie :

Din conditiile de existenta gasim x > 0. (1p)
2 inx Inx

Din log,, x = log,z,; x* obtinem =~ 2 D) = 0. cum In(x+1)>0 si

IN(X+1)>0 —s Inx (In(x2 + 1) — 2In(x + 1)) = o Si deoarece
IN(x*+ 1) < n(x+1)* &x*+1<(x+1)*=Inx =0adica x € (0,1]. (4p)
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Vom arata in continuare pentru x € (0,1] este verificata si
2016 Inx® e In(x%2+ 1) =0

In(x?+1) — In(x®"*f+1) In(x*"% +1) =0
2Inxin(x*%® + 1) — 2016In(x? + 1) Inx = 0 adica, 2Inx[In(x2"® + 1) — In(x* + 1)1%%] = 0.
Cum Inx =0 si x?™® +1 < (x*+ 1) | din binomul lui Newton ,cu x > 0 , obtinem
cerinta . Asadar , x € (0,1] .

Subiectul 111.

Inx

10g11+1x2 = logxzn'_s_i_lx Sau {

= =
a) Siscaratecd z T ER Wz € C”

b) Si se arate ca functia f: €° — [—2,2] definitd prin f(2) = f: + E , ¥z € CTeste surjectiva.

Prof.dr, Ovidiu Pop

Solutie:
. z  F_ 245 2(x*—y")
a) Fiez=x+iy,x,y €R, |x| +|v] =0. Avem ;."'; TR ER
.= =
deci z +-€ K
= =
b) Dacaa = 2, atunci f(1) = 2.
[24+a Z+a

Daca a € [—2,2), consideram z, = NE + 1 (se verificd imediat cad — = 0).

B2

2|'xz—}':l‘:| |2+E
i r )=—]——=a x = 1 v =
Atunci f(z,) pr , unde Ja sy 1.

Din cele de mai sus , rezulta ca functia f este surjectiva.
Subiectul V.

Fie a,b,c numere reale pozitive astfel incat ab + bc + ca = 3

1 1 1
Sa se demonstreze inegalitatea + + =
g a?+2 b2i2 212

1.

Profesori: Leonard Giugiuc , Dan Sitaru , Drobeta Tr. Severin
Solutie :

Inegalitatea este echivalenta cu
12+ 4(a® + b* + %) + a*b* + b*c* + c*a?
=8 +4(a? +b*+ )+ 2(a’b* +b%°c* +cfa?) + a?b it o
4 = a’b? + b%c? +cfa +atbie? .
Notam bc =x ,ca =y and ab= z Atunci x ,y,z>0,x +v +z = 3 si a’b*c*
= xyz .Deci trebuie sa
demonstram ca , i+ yi 4zt b xyz =4,
Prin omogenizare ultima inegalitate este echivalenta cu
x+y+ 22 . L fx+VvEz
4(—‘ ) = [i:t:‘—l-}i"+z‘](—‘3
45, + 125 + 24xyz = 95, + 95 + 27xyz <
55.— 35+ 3xyz=0,unde S;=x?+y* +z¥ si s=xy(x+v)+yz(y+z) +zx(z+ x) .
Dar cu inegalitatea lui Schur, 5;— s+ 3xyz = 0 si binecunoscutele inegalitati,

)+x}rz<—>

W+ yizay(x+yv).yi+tzizvziv+z) siz® + 27 = zx(z + x) ,obtinem 45,— 25 =0.
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