S.S.M.R. Colegiul National “ Al I. Cuza”
Filiala Corabia Corabia, Olt

Concursul interjudetean de matematica
“DANUBIUS” — 2016
Corabia, Editia a 10-a

Clasa a XllI-a

Subiectul I.

Se considera functia f :[0,7/4] —[0,In2] definita de egalitatea f(X)=In(1+1tgXx).

a) Sa se arate ca functia f este bijectiva.

In2
zl4

T
b) Stiind ca j In(1+tg x)dx = g IN2, si se calculeze J arctg (e’ —1)dy .
0 0

Conf.univ. dr. Andrei Vernescu
Subiectul 11

Fie inelul (4,+,),A"' © A, astfel incat (A',+,-) este inel, @ este zeroul inelului (4, +, -), iar 1, 1
sunt unititile inelului (4, +, -), respectiv (4', +, ), 0= 1", 1 # 1. Si se arate ci:

a) 0ed'silgd]

b) Vx€ A\A, vy A \{0} = x+yEA\ A

c) Vx £ A"\ {0}, x este divizor al lui zero n inelul (4,+, -).

Dati un exemplu de inele care verificd ipoteza problemei.
prof.dr. Ovidiu Pop, Satu Mare

Subiectul I11.

T
Fie tun numar real .t € (Z,g] si f: [ﬂ,g] — [0,00) o functie continua descrescatoare .

E t

Sa se demonstreze inegalitatea , J- flx)cosxdx = J-f(x] sin x dx .
0 0

Profesori: Leonard Giugiuc ,Diana Trailescu, Tr. Severin

Subiectul IV.

. Fie numerele realea, b, c astfelincdt a + b+ c =1 si ab + bc + ca = abc .
a2015+b2015+62015

Sa se calculeze valoarea expresiei E — :
2017 4 {2017 4 ~2017

dr. Dorin Mdarghidanu
Noti. Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect este notat de la 0 la 7 puncte.
Timp efectiv de lucru 3 ore.
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S.S.M.R. Colegiul National “ Al I. Cuza”
Filiala Corabia Corabia, Olt

Concursul interjudefean de matematicd
“DANUBIUS” — 2016
Corabia, Editia a 10-a

- Barem de corectare -

Clasa a Xll-a

Subiectul I.

Se considera functia f :[0,7/4] —[0,In2] definita de egalitatea f(x)=In(1+1tgx).

a) Sa se arate ca functia f este bijectiva.

In2
rld

T
b) Stiind ca j In(1+tg x)dx = g IN2, si se calculeze J arctg (e’ —1)dy .
0 0
Conf.univ. dr. Andrei Vernescu
Solutie

a) Functia f este derivabila si are derivata strict pozitiva, deci este strict crescatoare, deci injectiva.
Functia este continud, deci transforma intervalul [0, 7 /2] tot intr-un interval [«, £], in care, functia
fiind crescatoare, avem « = f(0) si g = f(x/4).Prinurmare, f([0,7/4])=][0,In2]. Asadar,
functia este bijectiva.

b) Functia f fiind bijectivi, este inversabila. Se obtine f '(y) =arctg (e’ —1). Prin urmare,
In2

integrala ceruta este I f*(y)dy.
0

Sa notdm cu Aprima integrald, iar cu B pe cea de a doua (cea ceruta). Calculam integrala
B efectuand substitutia y = f (X). Se obtine
l4 l4
B= j f2(f (X)) f (x)dx, adicda B= j xf '(x)dx.
0 0

O integrare prin parti conduce la egalitatea
7l2

B=xf(x)|"* —j f (x)dx :%In 2—A, deci, inlocuind valoarea lui A, se obtine B = g In2.
0

Subiectul 11

Fie inelul (4,+,),A" € A, astfel incat (A',+,-) este inel, 0este zeroul inelului (4, +, -), iar 1, 1
sunt unitatile inelului (4, +, -}, respectiv (4", +, -), 0% 1', 1 = 1'. Si se arate ci:
a) 0ed'silgd]

b) vx€ A\A vy eA\{0} = x+yEA\ A4
c) Vx £ A"\ {0}, x este divizor al lui zero n inelul (4,+, ).

Dati un exemplu de inele care verifica ipoteza problemei.
prof.dr. Ovidiu Pop , Satu Mare
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Solutie:

a) Fie 0’ zeroul inelului (A", +, ) si xEA =0+x=x Dar
AAcA=x€A= O0+x=xsi atunci 0'+x=0+x Conform teroremei de
simplificarein  (A",+, -)=0" =0,dar0' e A =0 4",

Presupunem prin absurd ¢ 1€ 4" Atunci 1-1'=1 in (4.4, -) si 1-1"=1"1n
(4,4, -) = 1= 1’, ceea ce este o contradictie.

b) Presupunem prin absurd ca x +v € A", Deoarece ¥ € A" = -y € 4" si atunci in grupul

(A',+) avem ca
(x+V)+(— el = x+(y+(—v)E A = x+0EA = x€EA, ceea ce este

o contradictie.

c) Fie x € A"\ {0}. Conform luib) = 1—1"€ A\ 4’, iar din ipotezd rezultd ca 1 — 1" # 0,

Avem x-(1—1)=x-1—x-1"=x—x =0, adica x este divizor al lui zero in inelul

(A, +, -).Exemplu:

A = I0,(C), (4 +)inel I, = (1 '3}

0 1
a={( Oixec) weineti=( )
Sublectul 1L

T
Fie tun numar real .t € (Z,g] si f: [ﬂ,g] — [0,00) o functie continua descrescatoare .

E [

Sa se demonstreze inegalitatea , J- flx)cosxdx = J-f(x] sin x dx .
D 0

Profesori: Leonard Giugiuc ,Diana Trailescu, Tr. Severin

Solutie:

Functiile f si cosx — sinx sunt continue si descrecatoare pe [0,t] ,deci,

E
folosind inegalitatea Cebisev ,f f(x)(cosx —sinx) dx
D

t t
1
EE J.f[x]rix J.(cnsx—sinx]dx
0 D
4 t

T T

Dar ff(x]dxiﬂsi J(cnsx—sinx]dx=cnst+sint—1; cum Zﬂ‘: tEE,
0 0

atunci arem
t

cost+ sint = cos’t + sin’t=1= f[cﬂsx—sinx)dxzﬂ. De aici ,
0

ff(x)[msx—sinx}dxzﬂ =}JJf[.x}«:{:ns,imsi,it:Ef,f[x}sinxdx.
0 0 0
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Subiectul 1V.

Fie numerele reale a, b, c astfelincdt a + b+ c =1 si ab + bc + ca = abc.
a2015+b2015+62015

Sa se calculeze valoarea expresiei E — :
2017 4 {2017 4 ~2017

dr. Dorin Mdarghidanu
Solutie:

Cu relatiile lui Viete, a, b, c suntradacinile ecuatiei de gradul 11 :
x2— x4+ kx—k=0=(x-1&?+k) =0.
O radacina a acestei ecuatii este x = 1.Fie @ = 1 aceastd radacind . Atunci cu relatia

deconditteaq+b+c=1=—==>b4+c=0=>b=—c

(Aceeasi relatie rezulta si din a doua relatie de conditie). Atunci,
12015 4 p2015 _ 52015

E = 12017 + ph2017 + bh2017 = 1.

Acelasi rezultat dacd b = 1 sau ¢ = 1.(-datoritad simetriei lui E Tn variabilele a, b, ¢ ).
Dacd x2 + k = 0, acesta are radicini reale dacd k < 0, anume Xip = +V—k.
Daca acestea sunt radacinile b si ¢ din urmatoarele obtinemp +c¢c =0sia = 1,

— deci ca mai sus. In concluzie , E = 1.
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