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Enunturi si barem, clasa a Vll-a

1. Fie x,y € R, astfel incat Va2 — 22x + 130 + ,/y2 + 12y + 45 = 12,
Aratati ca x>y.

Solutie:

Va2 —22x +130+/y2+ 12y +45 =12 /(x —11)2+9+ /(¥ + 6)2+9 =12 1p

Cum /(x—11)2+9>35i/(y +6)2+9=>3 = 1p

VxZ—22x+130<12-3 o (x —11)2+9<8l o (x—11)2 <72 = 1p
V72<x-11<V72 ©11-6/2<x <11+ 6V2 1p
JO+6)?2+9<12-3e (y+6)2+9<8le (y+6)2<72> 1p
—V72<y+6<V72© —6-6V2<y<—6+6V2 1p
Dar12v2 <172y < -6+ 6V2 < 11— 6vV2 < x(q.e.d.) 1p

2. S& se determine toate numerele intregi X siy care verificd egalitatea

x> +xt+x3+x2+x+1=y2%.

Solutie:
Grupand termenii cate trei, membrul stang se descompune in factori si ecuatia devine 1p
(2 +x+ D3 +1) =y2
Avemx?+x+1=(x+ %)2 + % > 0, pentru orice numar real x. 1p
Cum y? >0 deducem ca x3+ 1> 0,decix = —1. Pentru x = —1 obtinem y = 0, iar

pentru x = 0 obtinem y? = 1,adiciy = +1.
Fie x > 1. Observam ca daca (X, y) este o solutie, atunci si perechea (x,—y) este o solutie.

Putem considera y > 0. Atunci y? = x5 +x*+x3+x2+x+1>6,deci y >V6. Cum y
este un numar natural obtinem y > 3.

Lema: Pentru orice numdr natural x numerele x* + x + 1 si x> + 1 sunt relativ prime. 2p
Intr-adevar, presupunand contrariul, rezulta ca exista un numar prim p astfel Incat
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plx?+x+1 si p|lx3+ 1. Cum x3+1 = (x + 1)(x? — x + 1) se divide cu numarul prim
p,rezultd ci p|x + 1 saup|x? — x + 1.

Atuncip|(x? + x + 1) — (x + 1) sau p|(x? + x + 1) — (x? — x + 1), adicd p|x? sau p|2x.
Rezulta ca p|x sau p|2.

Daci p|x obtinem p|(x? + x + 1) — (x2 + x), adicd p|1, absurd!

Dacd p = 2 obtinem p|(x? + x + 1) = x(x + 1) + 1, imposibil, deoarece numarul x(x + 1)
este par.

Dacay = plnl p,rcn", este descompunerea in factori primi a lui y, atunci

2 +x+DEP+1D) =p™ . pi™
In virtutea lemei obtinem cd x? + x + 1 si x3 + 1sunt pitrate perfecte.
Fie x? + x + 1 = a?,unde a este un numar natural. Cum x > 1, deducem ci a > 2.
Deoarece ecuatia de gradul al doilea x? + x + 1 — a? = 0 are solutii intregi, trebuie ca
A =1 —4(1 — a?)sd fie patrat perfect, adicid 4a? — 3 = b?, unde b este numir natural.
Atunci (2a — b)(2a + b) = 3 si cum a, b sunt numere naturale deducem ca
2a — b = 1si 2a + b = 3. Adunand cele doua relatii obtinem a = 1, imposibil!
In concluzie, perechile (x, y) care verifici cerintele problemei sunt:

(-1,0), (0;1), (0;-1)

3. In triunghiul dreptunghic ABC cu m(xBAC) = 90°, bisectoarea [CD a unghiului ACB,

D € AB intersecteaza perpendiculara in B pe BC in punctul E. $tind ca
CE?=8-AD-BD, calculati unghiurile triunghiului ABC.
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Solutie:
m(XBEC) = 90° — m(XBCD) = 90° — m(XACD) = m(XADC) = m(XBDE) =
ABED isoscel = BE = BD 1p
Fie BM L CE = BM e inaltime si mediand in ABED isoscel = EM = MD = % 1p
AADC~AMDB (U.U) =22 =225 4ap.Bp=2.DCc > 1p
MD BD 2

CE?=8-22-DC=4-ED-DC = 1p
(ED +DC)2=4-ED-DC = ED?*+2-ED-DC+DC?=4-ED-DC = 1p
ED?—-2-ED-DC+DC*=0= (ED—-DC)?=0=ED =DC > 1p

ABED echilateral = m(<ABC) = 30°, m(XACB) = 60°.

1p
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