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Enunturi si barem, clasa a Vlll-a

1. Se considera multimea A={a” +b®+1|a,be N *}.
a) Sa se arate ca multimea A contine o infinitate de patrate perfecte
b) Dacéa x,y,zsunt trei numere naturale pare, atunci x>+ y*+z° ¢ A

c) Sa se arate ¢, daca xe A, atunci x’ poate fi scris ca suma de trei patrate
perfecte nenule.

Solutie:
a) Pentru a=2k’ si b=2k = a° +b* +1=4"+4k® +1=(2k*+1)°, kEN 2p
b) Daca x=2k atunci x’ =4k’ =M+ 1p
:>X2+y2+22:M4,dar a2+b2+1e{|\/|4+1;|\/|4+2;|\/|4+3} 1p
C) x2:(a2+b2+1)2:a4+b4+1+2a2b2+2a2+2b2: 1p
=a*+b* +1+2a°h® —2a*> —2b* +4a” +4b” = 1p
=(a% +0? -1 + (2a)” + (2b)? 1p

2. In cubul ABCDAB'CD’ de muchie a se considerd punctele M si N mijloacele
muchiilor [AB], respectiv [CC. Daca {P} = DB N CM si{Q} = BN n B'C, calculati:
a) distanta de la punctul A’ la dreapta de intersectie a planelor (BDQ) si (ABD)
b) masura unghiului dintre dreptele PQ si AD.

G.M. 3/2016
Solutie:
a) Notam A'B N AB' = {0}, BN NB'C' = {T},D'C’' N A'T = {E}
(BDQ)=(BDT) si (AB'D)=(AB’TD)= (BDQ) N (AB'D) = DT 1p
AE=%22 AT =aV5;A'D = aV2 1p

. T.Pit.
in AC' DT dreptunghic in ¢’ = DT = a/3 1p
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RT.Pit.
A'T? = DT? + A'D? == AA'DT dreptunghicin D = d(4’,DT) = A'D = av/2.

b) A'D || B'C = m(«(A'D,PQ)) = m(x(B'C, PQ)) = m(«B'QP)

MC=i PC=2MC = ‘FPB_—DB_i PB" +‘12 119“

n , T.Stewart
InAPB'C ———=PQ?-B'C = PB'*>-QC +PC?>-B'Q —B'Q-QC-B'C=>

ﬁPQZ BIZ_I_ PCZ ; B'C? =§a2

, 2 R.T.Pit.
Dar PQ* + B'Q? = % + % = '€  ppr2 = m(«B'QP) = 90°.

‘2. Sd se determine toate numerele intregi n pentru care numarul
N=mn?2—-n+1)(n*+3n+1)

este pdtrat perfect.

Solutie. Avem
N=m?>-n+1)n*+3n+1)=[(n- 1)2+n][(n+1)%2+n]=

(n2—1)2+2(n2+1)n+n2=(n2—1)2+2(n2—1+2)n+n2=
=2 —-1)2+2n?—n+n?+4n=(n?+n—-1)>+4n

Pentru n = 0 avem N = 1. Vom arita cd pentru n # 0 numaéarul N nu
este patrat perfect.

Pentru n = 1 avem N = 5, care nu este patrat perfect. Daca n > 2 avem
inegalitatile

(n2+n—1)2<(n2+n—1)2+4n<(n2+n—1+1)2.

Inegalitatea din stanga este evidentd. Inegahta.tea din dreapta este echiva-
lentd cu 4n < 2(n? +n — 1) + 1, adicad 2n2 — 2n — 1 > 0, adeva ratd pentru
orice num3r natural n > 2. Prin urmare num3rul N nu poate fi patrat
perfect pentru orice n > 1.

Pentru n < —1 procedadm astfel. Verificim prin calcul direct ca pentru
n = —1,—2,—3, numarul N nu este patrat perfect. Dacd n < —4 avem
inegalitatiile

(n2+n—1—1)2<(n2+n—1)2+4n<(n2+n—1)2.

Inegalitatea din partea dreaptd este evidenta. Inegahtatea din stanga este
echivalentd cu —2(n2 +n — 1) + 1 < 4n, adicd 2n? + 6n — 3 > 0, adevaratd
pentru orice numdr intreg n < —4. Deci IV nu este patrat perfect pentru
orice n < —1.

In concluzie, singura solutie este n = 0.
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