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Enunturi

Problema 1. Un numar natural se numeste superb daca este multiplul
numarului divizorilor sai (spre exemplu 12 este superb deoarece are 6 divizori
si 12 este multiplu al lui 6).

a) Determinati cel mai mare numar superb de doua cifre.

b) Demonstrati ca nu exista numere superbe care sa aiba ultima cifra 3.

a+1

Problema 2. Determinati numerele naturale nenule a si b pentru care

sunt simultan numere naturale.

. b+2
si

Problema 3. Fie ABC' un triunghi dreptunghic in A. Bisectoarea unghiului
ACB intersecteaza latura AB in punctul D si perpendiculara in B pe BC'
in punctul . Notam cu F simetricul lui F fata de B si cu P intersectia
dreptelor DF' si BC'. Demonstrati ca EP 1 CF.

Problema 4. Fie a, b numere naturale nenule pentru care exista p numar
prim cu proprietatea ca [a,a + p| = [b,b+ p]. Aratati cd a = .
Am notat [z, y] cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale = si y.

Timp de lucru 2 ore si 30 de minute.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



Solutii i bareme, clasa a VI-a

Problema 1.6 Un numér natural se numesgte superb daca este multiplul numarului divizorilor sai
(spre exemplu 12 este superb deoarece are 6 divizori gi 12 este multiplu al lui 6).

a) Determinati cel mai mare numér superb de doud cifre.

b) Demonstrati ca nu existd numere superbe care sa aiba ultima cifra 3.

Solutie a) 99 = 32 -11. 99 are 6 divizori si 6 1 99.
98 = 2-72. 98 are 6 divizori si 6 { 98.

97 = 97. 97 are 2 divizori si 2 1 97.

96 = 2°- 3. 96 are 12 divizori si 12 | 96.

Cel mai mare numir superb de doud cifre este 96. ... .. ... .. 2p
b) Fie X un numdr natural cu u(X) = 3 (u(X) - ultima cifra a lui X).
Dacd u(X) = 3, atunci X este ImMPAr. .. .....o.ouitiuin it e 2p
Pe de alta parte u(X) = 3 implicdA X nu este patrat perfect, iar un numar care nu este pitrat
perfect are un numar par de divizori. ......... .. 2p
Cum un numar impar nu poate fi multiplul unui numér par deducem ci X nu este superb. ...1p
+1 . b+2

sunt simultan

Problema 2.6 Determinati numerele naturale nenule a gi b pentru care s

numere naturale.

1
Solutie ot numar natural nenul implicad b | a4+ 1, de unde b < a+ 1 si de aici b+ 2 < a + 3.
b+ 2 3 3 b+ 2 2
Acum ot < ats 1+—- < 4. Cum fi este numar natural nenul rezulta € {1,2,3,4}.
a a a
3p
. b+2 . . . a o
Daci —— = 1, atunci din b + 2 = a rezultd b = a — 2. Atunci numar natural nenul
a
implica =1+ numdr natural nenul, de unde a € {3,5}. Obtinem solutiile a = 3,b =1 si
a=25,b=3. 7
b+ 2 1
Daca te_ 2, atunci din b+ 2 = 2a rezultd b = 2a — 2. Atunci ot este numar natural nenul,
a
2a + 2
sau 2a + S 1+ 5 5 este numar natural par, de unde a € {2,3}. Obtinem solutia a = 3,b = 4;
a— a—

varianta a = 2. b = 2 nu verificd conditiile initiale.

2 1
= 3, atunci din b+ 2 = 3a rezultd b = 3a — 2. Atunci ot

Daca 2 este numar natural nenul,
a
3a +3
sau " =1+ este numdr natural, de unde a € {1}. Obtinem solutia a = 1,b = 1.
3a — 2 3a — 2
b+ 2 1
Daca e 4, atunci b + 2 = 4a rezultd b = 4a — 2. Atunci @t este numdir natural nenul,
a
da + 4
sau 3a i 5 = 1+ 1 5 este numar natural par, de unde a € {1,2}. Obtinem solutia a = 1,b = 2;
a— a —
varianta ¢ = 2,b = 6 nu verificd conditiile initiale. ....... . .. . 4p

Problema 3.6. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A. Bisectoarea unghiului AC' B intersecteaza
latura AB in punctul D si perpendiculara in B pe BC in punctul E. Notdm cu F' simetricul lui E
fatd de B gi cu P intersectia dreptelor DF' gi BC. Demonstrati ca EP 1L CF.



Solutie

In ABEC, m(<CEB) = 180° — m(<EBC) — m(<ECB) = 90° — m(<ECB)
In AADC, m(<ADC) = 180° — m(<DAC) — m(<ACD) = 90° — m(<tACD)

Cum m(<ACD) = m(<ECB), rezultd <ADC = <CEB (1) .. coooiii i 3p
Dar <ADC = <EDB. De aici si din (1) rezultd [BD] = [BE]. Cum [BE] = [BF] deducem c&
[BD] = [BE] = [BF] si atunci ADEF este dreptunghic in D. ... ... ..o i, 2p
In ACEF, CB si FD iniltimi implica P ortocentrul. In concluzie, EP este inaltime, adici
EP LOF. oot A e L %2

Problema 4.6 Fie a, b numere naturale nenule pentru care exista p numar prim cu proprietatea
ca [a,a +p|] = [b,b+ p|. Aratati ca a =b.
Am notat [z,y] cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale z §i y.

Solutie Din (z,y) - [z, y] = xy deducem |zy] = @)’ Am notat (z,y) cel mai mare divizor comun
Ty
b(b
pentru x si y. Cu aceasta egalitatea din enunt, devine (Z(Z—:_l;)) = (b(, b—i——:;)) (1) oo 1p
Notadm dy = (a,a +p) € {1.p} si d2 = (b,b+p) € {1,p}.
Daca d; = da relatia (1) conduce la a(a + p) = b(b + p), de unde a = b.
Presupunand a # b putem avea a < b. Atunci a 4+ p < b+ p, de unde deducem a(a + p) < b(b+ p);

contradictie. Dacd a > b, atunci a +p > b+ p, de unde deducem a(a + p) > b(b + p); contradictie. 2p
b(b+
M+ o pa(a+p) = b +p). ()

Din dy = 1 deducem ca ptfasipta—+ p,iar din do = p deducem ca p | b sau b = px, cu  numér
natural.

Ch aceasta, relatia (2) devine pa(a + p) = p?x(x + 1) sau a(a + p) = pz(x + 1), de unde deducem
ca p | ala + p) si cum p este numér prim rezultd p | a; contradictie.

Aceasta arata ca situatia d; = 1 gi do = p nu este posibili.

Analog se trateazi cazul di = p gi do = 1. ..o 4p

Dacd dy = 1 gi do = p relatia (1) devine a(a + p) =
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