Concursul Interjudetean de Matematici gi Informatics

¥ Grigore C. Moisil”
Editia a XXXI-a, Satu Mare, 8-11 aprilie 2016

Clasa a VIII-a

1. Fie f : R — R o functie pentru care f (z +1) < z < f (z) + 1 oricare ar fi z € R gi tetraedrul regulat
VABC. Pe muchia BC se considers un punct M, iar pe muchia VA se considery punctul N astfel incat
segmentul [M N] sd fie minim (s& aibj lungimea mai micd decét lungimea oricrui alt segment determinat
de un punct al muchiei BC si un punct al muchiei V' A). Stiind ¢4 lungimea segmentului [M N] este egals cu
lungimea segmentului determinat de punctele de intersectie ale graficului functiei f cu axele de coordonate,
masurat In centimetri, aflati volumul tetraedrului VABC.

Solutie.
z—2+1= f(z) =2 —1, deci lungimea segmentului [M N]| este v/2cm (2 puncte)

AABM = AVBM (L.U.L), deci [MA] = [MV].
Atunci AM AV este isoscel indiferent de alegerea punctului M pe muchia BC, rezults ci N este mijlocul
segmentului [V A]. Pentru ca distanta de la M la N si fie minim¥ trebuie ca NM LBC, triunghiul BNC

fiind isoscel, rezultd c& M este mijlocul muchiei BC. (2 puncte)

V3

Deci M N este indltimea AMAV 1n care MA = MV = 5 unde [ este lungimea laturii tetraedrului
regulat VABC.

V2
Atunci MN = —\2/_- =+v2=1=2cm (2 puncte)
3
Vwvase = ﬂ = 2\/567’)12. (1 punct)
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2. Fie a, b, c numere reale mai mari sau egale cu 2. Ardtati ca
a(bc—5b+8)+b(ac—5c+8)+c(ab—5a+8) > 12.

Pentru care triplete (a,b,c,) are loc egalitatea?

Solutie.
Inegalitatea se scrie echivalent
3abe — 5ac — Bbe — 5ab + 8a 4+ 8b + 8¢ > 12.
Simetria coeficientilor ne sugereazi scrierea inegalitétii sub forma

abc — 2ac — 2bc — ab + 2a + 2b + 4¢c — 4+
+abc — 2ab — 2ac — bc + 2b + 2¢ + 4a — 4+
+abc—2Zab—2bc—ac+2a+2c+4b—4 >0,

de unde obtinem inegalitatea echivalentd
(a=2)(b—-2)(c=1)+(b—-2)(c—2)(a=1)+(c-2)(a—2)(b—-1) > 0.
Ultima inegalitate este adevirati deoarece a,b,c > 2.

Egalitatea are loc pentru tripletele (a,b,¢) de forma (2,2,t), (2,t,2) si (¢,2,2) cu t > 2.

(1 punct)

(2 puncte)

(1 punct)
(1 punct)
(2 puncte)
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3. Pentrun € N, n > 2, se considers

SN S SRS SR B AU S 1
n——n+1 Sl Op = .

n+2 3n+1 N ﬁ_*—%—l-“'_{—\/ﬁ

Arstati c8 [an] = [by], unde [z] reprezint¥ partea intreag a numérului real z.

Solutie.
(n+l+n+2+--+3n+1) = + = s w ol ! >@n+1)P2=a,>1
h n+l nteo 3n+1 "
1 1 2n+1 :
an<p—+—1+”'+n+1_n+l <2=a,€ (1,2)si[an] = 1.
2n-{xo“1
1 2 2

(
—_— = > =9 i —Vk
VE 12\/E1 VE+1+vE \VETETY

1
214 —=+—++—=>2(/n+1-1
2 V3 v A\C )
b, >1
1 2 2

NSNS \/k+1+\/l€:2(‘k+ - VE) =

i
:>1+—1—+---+——7;<2\/ﬁ=>bn<2§i[bn]=1

V2 Vn

(2 puncte)

(1 punct)

(2 puncte)

(1 punct)

(1 punct)
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4. Determinati numerele naturale n pentru care 1 — 5™ + 52"*! este pitrat perfect.

Solutie.
57 (5"t —1) =ml—1=(m—1)(m+1)
m+1)-(m-1)=2=>5dividem—-1saum+1
Cazul 1. 5 divide m — 1 = m — 1 = 5™k si obtinem
57t —1=(m+1) k= (5"k + 2) k, deci
57 (5 — k?) = 2k + 1
pentru & = 1 nu sunt soluti
pentru k = 2 se obtine solutia n =1
pentru k > 3 nu se obtin solutii.

Cazul 2. 5 divide m+ 1 = m + 1 = 5"k gi obtinem
57t —1=(m-1)k=(5"k — 2) k, deci
5" (k* —5) =2k — 1
pentru k < 3 nu se obtin solutii.
pentru k > 4 se obtine
57 (k*—-5) >5(k+2)(k—3)>5k+10>2k—1

(

(1 punct)

3 puncte)



