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0-12 =1..|+|+1-12 —1
1001 =120 |[-11-172..

- Thlocuind. Cp.cu c + (—1)2’42 [S .{2-, 3, ,n} rin al _doilealdetérinina;h’g, :

obtinem :
' Coody, -—dn_l-l-l Vﬂ>2

Rezulta ci §1rul este o progresw a.ntmemca cu ral;la 1 §1 d =n —I— 1, -

Vn>2 ‘-

,
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_ Vasile: Beﬁﬁd_e "
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PR Ficf: :[0,1] — (o, +oo) 0 ﬁmcz}ze margzmta sip:R—Ro functie -
- cu. propmetatea cd ewistd -~ - S
- 1131_1'1(‘”_) €R.

] o 'm—>0 T B

'St se calculeze

Zso( f(n))

hm&;rﬁwf_
- g F)
o ' quel 1. Duca
R 1:__Vom:_aré’,ta.c5,__ - o o
| I ETIC) e T
lim = =h%%fx“ RS
IO :

: Fle e > 0. D111 faptul c L = 111% e ¢ R, deducem c e}asta un numr

- "real §>0cu proplleta.tea. ca oricare ar fi z € R\ {0}, cu ]:c] <d avem

r €<wi)<L+eﬂiff>','*<mj

Functla, f ﬁmd marglmta existi, un numar natural 'I’Lg cliL propnetatea
cé oricare ar ﬁ numirul na.t;ura.l 7> ng avem :

0< —f (—) <8, Oricafe ar ﬁ k. € {1,...,'@}. .f' IR '

De aici §1 d1 obpnem

(2)

(f(D
Il |
"-megahtat,l care,. prm a,duna.re, ne conduc la -

(f())

L’m—s< . <L+s, orlcarearﬁneN n>ng

Eznf(;)

| _.Agada,l ( ) are loc -

.L——a< <L—i—5, orlca,rea,rﬁn>no§1ke{l Sy
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3 Jﬁ@'BWﬂMM)JmM£H&ﬁ9@ odetth)
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- | ?'ROBLEMA 4/

. ?91% r=d W %M )_ (r'+i)-(Cd?)M
. x4+ (2 a:-f-i):\‘_?)
.waiamﬂ fm a>o xgm S ap
o I -2 _
f=) = ?ca) Gree

/H"E)ap |
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- P.1 Si se calculeze

2
g .
B

i [
oo n—’rl +i a4y

' atunci cind a € [2,+00).

. Dorel 1. Duca -

R 1: Ev1dent o

Pe de altd pa;rt_e, pentru oricen € N*gi k € {1, ...,n}, avem

<ah

P

Intr—adevar, a doua 1nega.11ta.te este ev1denta Cum prlma mega,htatq :

'este echwalenta cuar < —T-, adlca, cu 1nega11tatea 1 + = < gn, vom

cons1dera pentru k € N ﬁxat functia h :[0,1] — R deﬁmta pentru -
fiecare 2 € [0,1] prin A(z) = a® — 1 - £. Cum derivata &' (z) = a®lna —
1 >0,Vz €[0,1], deducem ci- h(:c) >0, Vs € [0 1] st deci si prima -

. 1negahtate din.(*) ate loc’ =

o Intrucat functia exponenglala, este contlnua, dm (*) deducem ci. pen—'

tru fiecare n € Ngi k € {L,.. ., n} existy un punct e (1 k ] Care are
: propr1etatea e '
. k
: anr- n
1 ] = a,gk .
T
. : : ook
_'De a1c1 deducem ca pentru ﬁecare n e N, numaru Z -,1; . este suma-

" Riemann a,ta@a.ta. func§1e1 f:0,1 —R deﬁmta prm f( ) = g%, Vz €
[0,1] , diviziunii A = (0,2, ..., 22 ,1) si 31stemulu1 de puncte lntemﬁare

&= (&Y, 6 Intrucat funcjma f este contmua, gi de01 1ntegra,b11a
Riemann pe [0,1], deducem cd :

o k

. an .- a—1
lim E - = aFdr = ——.
n—oo £~ n+ g Jo. Ina

ap



 cume add A

o Q) Dacéf eHom(Cm, A), _at-ﬁnéi avem e
mﬂ@-f@ﬂ—fa%w
deci f (:,C,)‘ € Al ] ‘Putem c0n51dera a.phcagla.

4 Hom(c A)-—>A[ m, () =f).

‘_Obs‘ervé.n.l cé o _ . o _ _ . _
Hi+9)=(f +9)e) = ﬂ@+g@) Mﬂ+¢@) CQ7>
- deci ¢ eéte fnorﬁsm de grupun Presupunem cd qb( ) = (g) .A_tunm pentru OI‘lce"._'_ o

V_k € Z avem - _
(ﬂ—kﬂ@—kﬂ) g()

; dec1 f g §1 q’) este functle 1n]ect1va Fle acum a E A[ } §i definim
f C._ —}A f(z:k)—ka

Pentru a ara.ta ci f este bine deﬁmta presupunem ca l € Z §1 x’“ = a:‘ Rezulta )
' cd existd g € Z astfel incat l.— k +am. Atunc1 '

| f(g; ) .:_la' = _ka + qma = ka = f(a:k) B | S - : Ci‘?) ,
In éfﬁr§iﬁ, péﬁtfu ofiée k,'l'e Z aveni o | o
. f(:c"'“;cl):. f(tﬁk‘“) = (k +z)a:'ka +'za-'='f(¢_,k.) + f(zh),

' de‘ci fe HOm(C A) §1 qb este a.phca§1e surJectwa




:§1 pentru n > 4

o) Amintim ca dack o = (zl iy - ) e S ‘este un 01clu de lungime ¢, atunci B
o (i) = bia pentru, 1<k<lg o‘(z,) =4,, iar ordinil 1u1 o este 1. Ev1dent aici S

T2<l<ngdg, ..ty €{1,:..,n}. De exemplu (3 9) —'(3 i) —-"‘-'(z 3)'

Fle i, 3, k € {1 'n,} dlstmcte Atunci se: ver1ﬁca ugor egahtata.’gﬂe o

(z g k) =@ k)(% J) = (z .’1‘)(7' k)(% J)(% k)

Revemm la. solu§1e . IR S A

Pentru'n = -1 sin=2, S o C dem aﬁrma‘gla rezulta de} (‘1—?)

_ Presupunem c& 1 > 3. Dac f € Hom(S,, A) §i. 7 € S, este. 0 transpozﬂ;le
atunci 2 f ('r) ( ) f (e) =0, deci’ f ('r) € A[ ] ezulta cd aphcat;xa. o '

- Hom(S,,4) = 4D )6 1) = s ) e
este bme deﬁmta §1 este morﬁsm de: g;rupurl Fle f e Hom( A)., Averfl

((% g k)) = f((% L k)(% I k)) = 2f((2 J)) +2f((% k))-— 0

f((zk)(;r D)= f((uk))+f((m)) o Civ)

Dacd o € S este 0 permuta.re para atunci. o este produsul unui numar par de

'transp021§11 si’; din cele de mai sus, vedem ci f(a) = 0. Fle fl(12)=a §1 ﬁe EEN
T #(12) o transpomgm Atun(n f((l 2)7) = a + f('r) =. O deci flr)= —a. .
" Deoarece 2a°= 0, rezultd ci FF) = a. Obtmem ci f(ar) 0 daci o este o o
~ permutare. para §1 F (a) = q dacd o este lmpara -De alci rezulty 1med1at A S
- este functie injectivé. - Daci a € A[2] este un element arbltrar, atunci deﬁmm

f:S, A ca mai malnte Se vede ci f ((1 2)) =g gl anahzand cele ‘patru cazuri . -

~care apar ob’gmem cd f este morﬁsm de grupun, deC1 é este §1 surJectlva B Cﬂ"&? )
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Problemi propusa Concurs 'I‘arma o

Problema Fie (R, +; } un mel §z Z(R)={z € R \ Ty = 'ya: Vy € R} (centml melulm R)
54 se arate ca dacd, 33‘1-—— z® € Z(R) pentru orice ¥ € R, atunci R este comutativ.

-Solutie. Se gtie (sau se aratd, u§or) ci Vm yeZR),zty€Z (R) (de fapt Z(R) este un__ o

' subinel al lui R): Vom folosi repeta,t a.cea,sta, propnetate '
- ‘Conform ipotezei avem :

- | #oPeZ(R)YEER S ¢
inlocuind z > -z in (1) a.\jrem:- - _ - . S ' 7
| ;c4+x3.gg"z'ﬁ(R),Vz ER .. U ) I
Din (1) s @ remultd .
S 223 EZ(R) V:EER S ' N (3)

Inlocuind zn—) z+11n .(1} avem (z+1)* — (m + 1) € Z(R) V:c € R, adlca

o R N R E.Z(R),Vm_ €R.

- FploSinci (2) §1 (3) rezultai | -. | L o _ S
_ . : 3;:; +:ceZ(R) VmeR ' (4)

Inlocumd rrrz—11 in (2) aver (<144 (« —,1) € Z(R) Vm' €R, adlca B .
| - 55'—33: +3z —mEZ(R)VmER

' Folosmd (1) si (3) reultd:

_D1n (4} si (5) rezulta ci. 2:): € Z(R) i deci 2z* e Z (R) Vm € R. Acum ( ) 1_mplié§,;" '

E K —a:eZ(R) ‘v’a;ER RN | (6)

,Pentru orice x,y € R dm (6) rczulta

y(m+y —(w+y) ( )+(y Hy)+a:y+yw€Z(R)

deci zy + yz € Z _(R) Astfel a,vem a:(my + yz) = (zy 4 ya:)a: de unde 22 y = ym2 Vy € R dem :

z GZ(R),V:BER. e ) |

‘Din (6) st (7) rezulty c& z € Z (R), Ve € R, deci- R'-esfe_ cjémut‘ativ;

3:1: —;-.’EEZ(R)V.TER (5)
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