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SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a VII-a

Problema 1. Determinati numerele naturale nenule x si y care verifica relatia

T4y =T+ Y+ /Ty

Gazeta Matematica

Solutia 1.

Scriind egalitatea sub forma (z + y) — /& = \/Zy + /¥ si ridicand la patrat, obtinem z? + zy +y* + 2z —y =
2(2y + z) /z. Cum 2y + x # 0, rezulta ca /z € Q, deci z este patrat perfect. Similar, y este patrat perfect .... 2p

Notand v/z = a si /gy = b, egalitatea a® + b> = ab+ a + b conduce la (a — 4 a—17>+0b-1)°=2...... 3p

Obtinem (a,b) € {(1,2),(2,1),(2,2)}, pentru care (x,y) € {(1,4); (4,1); (4,4)} «ovrvrriiiiii 2p

Solutia 2.

inmul‘gind cu 2 egalitatea din enunt si trecand toti termenii in membrul stang obtinem:

(z—2yZy+y) +2— 2y +y—2,/y =0, ceea ce se scrie (\f—\/@)2+(\/5— 1)2—|— (\/37—1)2 =2 ....... 3p

Atunci (v/z — 1)2 < 2,de unde v/r < V2 +1, adicad x < 3+2v/2, si, cum x € N*, rezulta € {1,2,3,4,5} . Similar,
P E L, 2,3, B} o 2p

Studiind cazurile, se obtin solutiile (1,4) , (4,1) S (4,4) « e ittt e 2p

Observatie. Prima parte a solutiei de mai sus poate fi inlocuitd cu urmatoarea argumentatie:

Deoarece /zy < xT—Fy, din egalitatea din enunt rezulta m —2|— Y SVEH Y oo 1p
de unde x — 2y/Z +y — 2,/ < 0, adici (vZ —1)" + (T —=1)7 <2 oot 2p

Problema 2. Se considerda multimea

M ={ 21+ 2x9 + 3x3 + ... + 201529015 | 1, T2, ..., T2015 € {—2,3} }.
Aratati ca 2015 € M si 2016 ¢ M.
Solutie.

Un numadr intreg n apartine multimii M dacé existd submultimile disjuncte A gi B ale multimii S = {1, 2, ...,2015},
cu AU B = S, astfel incat —2a + 3b = n, unde a este suma elementelor lui A gi b este suma elementelor lui B (pentru

multimea vida se considera ca suma ”elementelor” este 0) ....... ...t 2p
Atuncin =5b—2(a+0b) si, cuma+b =142+ ... + 2015, rezultd can = 5b—2015-2016 .................. 1p
Ca urmare, n este divizibil cu 5, deci 2016 & M .. ... i 1p
Pentru a ardta ca 2015 € M, este suficient s& gasim o submultime B C {1,2,...,2015} cu suma elementelor

1
b= E (2015 - 2016 4+ 2015) = 403 - 2017 .ottt et 1p

Un exemplu se obtine dacd B este reuniunea a 403 perechi de elemente din S care au suma 2017, de pilda (2, 2015),
(3,2014), ..., (404,1613).

Considerand asadar xo = T3 = ... = T404 = T1613 = T1614 = -.- = T2015 = 3 §1 T1 = T405 = T406 = --- = T1612 = —2,
obtinem 2005 € M ..o 2p



Problema 3. Se considera triunghiul dreptunghic isoscel ABC' cu m(@) = 90°. Pe dreapta perpendiculara in
B pe BC se considera punctul D astfel incat AD = BC'. Determinati masura unghiului BAD.

Solutia 1.

Cazul 1 Cazul 2

Cazul 1. D si A sunt in semiplane diferite determinate de dreapta BC.

Notand {E} = AC N DB, rezulta ca m(m) = 45°, deci [BA] este bisectoare i inaltime in triunghiul BEC. Ca
urmare, [AFE] = [AC] . 1p

1 1
Construind AM 1 BE, rezulta ci [AM] este linie mijlocie in triunghiul EBC, deci AM = §BC = §AD .... 1p

In triunghiul dreptunghic MAD, cateta [AM] este jumitate din ipotenuza [AD], deci m(A/D§) =30° ...... 1p
Rezults m(BAD) = 180° — m(ADB) — m(ABD) = 180° — 30° — 135° = 15% ...\ oueuieieee e 1p

Cazul 2. D si A sunt in acelagi semiplan determinat de dreapta BC.
Notéand {E} = AC N DB, rezulta ca m(m) = 45°, deci [BA] este bisectoare si indltime in triunghiul BEC. Ca

urmare, [AFE] = [AC] .. 1p
Construind AM L BE, rezulta ca [AM] este linie mijlocie in triunghiul EBC, deci AM = %BC = %AD. In
triunghiul dreptunghic M AD, cateta [AM] este jumatate din ipotenuza [AD], deci m(ADB) =30° ............ 1p
Rezultd m(BAD) = 180° — m(ADB) — m(ABD) = 180° — 30° — 45° = 105° ... ....oviueeee e 1p

Solutia 2.
Cazul 1. D si A sunt in semiplane diferite determinate de dreapta BC.

Construind dreptunghiul BCF D, rezulta ca [AD] = [BC) = [DF] oot 2p
AABD = AACF (L.U.L.), de unde [AD] = [AF] si BAD = CAF ... . i 1p
Cum [AD] = [AF] si [AD] = [DF], triunghiul ADF este echilateral, deci:

m(BAD) = % (900 - m(D/A\F)> 150 1p
Cazul 2. D si A sunt in acelagi semiplan determinat de dreapta BC.
Construind dreptunghiul BCF D, rezultd ci [AD] = [BCO) = [DF] oot 2p
AABD = AACF (L.U.L.), de unde [AD] = [AF] §i BAD = CAF ... . o i 1p
Cum [AD] = [AF] si [AD] = [DF], triunghiul ADF este echilateral, de unde:

m(BAD) = % (360o — m(DAF) — m(%)) 105 1p



Problema 4. Se considera triunghiul ABC, cu m(;{) > 60° si m(a) > 30°. In semiplanul determinat de
dreapta BC' care nu contine punctul A, se considerd punctele D si E astfel incét m(@) = m(C/’B\D) = 90° si
m(@) = m(@) = 60°. Se noteazd cu F' si H mijloacele segmentelor [AE], respectiv [CD], iar cu G intersectia
dreptelor AC' si DE. Aratati ca:

a) AEBD ~ AABC ;

b) AFGH = AABC.

Solutie.
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Di 1td ca AABE ~ ACBD — =——,adicA — = —— ... 1
a) Din enunt, rezulta ca CBD, de unde BD - OB’ adica 18~ BC o)
Deoarece unghiurile ABC si EBD au acelagi complement, rezultda ci ABC = EBD, deci AEBD ~ AABC
500 1p

b) Din AEBD ~ AABC avem ACB = BDE, de unde rezulta ci:
m(DGC) = 360° — (m((TB\D) +m(BDE) + m(B/C\G)) = 360° — (m(@) +m(ACB) + m(ﬁc\e)) —90° ... 1p
1
[GF] este mediand in triunghiul dreptunghic GAE, deci GF = §AE. Cum [AB] se opune unui unghi de 30° in
1
triunghiul dreptunghic BAE, rezultd AB = iAE’ deci [AB] = [FG]. Analog se aratd cd [BC]| = [GH] ......... 2p

Din AFGH = AFBH (L.L.L.) rezults c& m(FGH) = m(FBH) = 90° — m(HBD) — m(CBF).
Avénd in vedere cd m(IjB\D) = m(@) = 30° si c& m(@?) = m(@?) —m(XB\C') = 60° —m(XB\C), obtinem
m(FGH) = m(ABC), de unde rezultd ¢& AFGH = AABC (LU.L.) « ottt 2p



