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Problema 1. Aratati ca intr-o piramida patrulatera regulata doua fete
laterale opuse sunt perpendiculare daca si numai daca unghiul dintre doua
fete laterale alaturate are masura de 120°.

Gazeta Matematica

Solutie . Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu baza ABCD.
Notam cu a lungimea laturii AB. Fetele VAD i VBC sunt perpendicu-
lare daca gi numai daca triunghiul VM N este dreptunghic isoscel cu laturile

VM = VN = %5, unde M si N sunt mijloacele muchiilor AD respectiv

B 2 puncte.

Daca P este piciorul perpendicularei din A pe VB (acelasi cu piciorul per-
pendicularei din C' pe V B), atunci obtinem echivalent PC = PA = %g
(evaluand aria triunghiului V BC' in doua moduri) ................ 2 puncte

Aceasta este echivalent cu faptul ca triunghiul isoscel AC'P are masura unghi-
ului ZAPC de 120°( folosind eventual o functie trigonometrica) .. .2 puncte

Unghiul plan al diedrului cautat este ZAPC ............................ 1p

Problema 2. Pentru orice orice numar natural nenul n notam cu z,
numarul numerelor naturale de n cifre, divizibile cu 4, formate cu cifrele 2,
0, 1 sau 6.

a) Sa se calculeze x1, zo, x5 §i x4.

b) Sa se gaseasca numarul natural n astfel incat

x x x
1+ {—2} + {—3} - {—4} ot
T i) T3

unde [a] reprezinta partea intreagd a numarului real a.

Tn+1
Tp

1 = 2016,

Solutie . a) 1 = 1 (0 este divizibil cu 4), 25 = 4 (numerele 12, 16, 20 si
60 sunt divizibile cu 4), 3 = 3 -5, (pentru ca prima cifra nu poate fi 0 iar
ultimele doua pot fi 12, 16, 20, 60 si 00), x4 = 3-4-5 = 60 (pentru ca prima
cifra nu poate fi 0, pentru a 2-a avem 4 posibilitati iar ultimele doua pot fi



12,16, 20, 60 g1 00) « .o vo e 3 puncte.

b) Daca n > 3, un numar A care verifica conditiile din enunt, este de
forma A = @ias...a,,_2pg unde prima cifra poate lua 3 valori, fiecare dintre

cifrele aq, as, . . ., a,_s poate fi aleasa in 4 moduri iar ultimele doua pot fi 12,
16, 20, 60 si 00.
Rezulta ca x, = 3-4"3 .5 pentru oricen >3 ................. 2 puncte
Pentru orice n > 3 , Tntl _ 4, de unde 1 + {ﬁ] + {E] + {El + ...+
T T Ho) T3
{x”“] —1+4+3+4(n—2), 4n=2016,n =504 ............. 2 puncte .
Tn

Problema 3. a) Demonstrati ca pentru orice numar intreg k, ecuatia
2% — 24x + k = 0 are cel mult o solutie intreaga.
b) Ardtati ci ecuatia 3 + 24x — 2016 = 0 are exact o solutie intreaga.

Solutie . a) Presupunem prin absurd ca exista doua numere intregi
diferite m si n astfel incat m® — 24m +k = 0 i n3 — 24n + k = 0.

Prin scadere obtinem (m —n)(m? +mn+n?>—24)=0........ 1 punct

m? +mn +n? = 24 (m si n sunt diferite) de unde (2m + n)? + 3n? = 96
1 punct

n?<32,n?€{0,1,4,9,16,25}. ... 1 punct
(2m +n)? € {96,93,84,69, 48,21}, contradictie ................ 1 punct
b) x(x? + 24) = 2016 de unde x poate fi doar natural nenul. x = 12
verifica ecuatia ....... ... 1 punct
Daca prin absurd exista x < y naturale care verifica ecuatia atunci
T2 24 <y 4 24 . 1 punct
2016 = z(2? + 24) < z(y? + 24) = 2016 contradictie............ 1 punct

Problema 4. Fie ABCDA'B'C'D’ un paralelipiped dreptunghic si M
repectiv N picioarele perpendicularelor duse din A’ gi C' pe BD. Lungimile
muchiilor AB, BC si AA’ sunt egale cu v/6, v/3 si respectiv v/2.

a) Demonstrati ca A’M L C'N.

b) Calculati masura unghiului dintre planele (A’MC') si (ANC").

Solutie .



a) AM L BD, AM = /2 deci triunghiul A’AM este isoscel. Analog

triunghiul C'"CN ... 1 punct
Rezulta ZA'MA = ZC'NC = 45°, deci unghiul dintre dreptele A’M si
C'N este de 90° . ..o 1 punct.

b) Fie CM N AD = {M'}, AN N BC = {N'}, P si (Q mijloacele seg-
mentelor [N'C'] respectiv [A'M'].BD = 3,DM = MN = NB =1, DM' =
‘/75. M’ i N’ sunt mijloacele muchiilor [AD] respectiv [BC]. Intersectia
planelor (A’MC) gi (ANC") este dreapta PQ ..................... 2 puncte

Fie O si O' mijloacele segmentelor [BD] respectiv [PQ] si R € AN,
S € CM intersectiile perpendicularei din O pe AN ( si pe CM). Unghiul
planelor (A’MC) si (ANC") este ZRO'S ..., 1 punct

CM' = %g,RS = ‘/Té (se exprima aria lui AN'C'M’ in doua moduri),
00" = 2 rezultd ci triunghiul RO’S este echilateral deci masura unghiul

2
cautat este de 60° ... ... 2 puncte.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



