Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 19 martie 2016
CLASA a 9-a
Solutii si bareme

Problema 1. Fie ABCD un patrat si £ un punct situat pe diagonala BD, diferit de mijlocul acesteia. Se
noteaza cu H i K ortocentrele triunghiurilor ABFE, respectiv ADFE. Sa se arate cd BH + DK = 0.

Solutie.
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Se observa cd punctele H si K se afld pe diagonala AC, deoarece AC este perpendiculara pe BE gi DE. ... 2p
De asemenea, H si K se afla pe inaltimile duse din E in cele doua triunghiuri, care sunt perpendiculare pe

laturile patratului Indtial. . ... ..o e e 2p
Deducem ca triunghiul FH K este dreptunghic isoscel, asadar H si K sunt simetrice fata de centrul patratului.
Cum si B, D sunt simetrice fatd de centrul patratului, obtinem concluzia dorita..................... ... ... ... 3p

Problema 2. Fie a si n doud numere naturale nenule, astfel incat {\/n + v/n} = {\/a}. Aritati ci 4a + 1
este patrat perfect.

Solutie. Conditia din enunt, este echivalentd cu v/n + /n = va +k, k € Z. Rezultd ci n + /n = a + 2k\/a + k?,
deci v/n = 2k\/a + b, unde b = k? — n + a. Deducem ci n = 4k%a + b* + 4kb\/a, de unde rezultd ci kby/a este

rational.

Daci \/a este rational, atunci a este patrat perfect, deci n+ /n e patrat perfect; in particular, n = m?, m € N,
Rezultd ca m? +m este patrat perfect si cum m? < m?+m < (m+1)2, obtinem m = 0, deci n = 0 — contradictie.
....................................................................................................... 2 puncte

Prin urmare, kb = 0. Pentru b = 0, obtinem n = k? + a si n = 4k%a, de unde a = k?/(4k®> — 1) < 1 —
COMETAAICEIE. ..ttt e e e e e e 1 punct

Asadar, k=0, deunde n=0>sia=b+n,decia=0>+bsgida+1=(2b+1)%2 ................... 2 puncte

Problema 3. Fie numerele reale pozitive a, b, ¢, astfel incat
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Sa se arate ca
1 1 1
> 1.
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Solutie. Din inegalitatea dintre media aritmetica gi media armonica deducem ca

(Z(b+c+1))2ﬁz9,

de unde
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Avem insa
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si analoagele, de unde rezulta
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si apoi
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............................................................................................................... 3p
Daci > ﬁ < 1, atunci avem
1 1 S 3 1= 1,
2 b+c+1 2 2
de UNde CONCIUZIA. . . . ..ttt e ettt e et e e e e e e 2p
Solutie alternativa. Fie S = Z b rerl Din enunt,
a
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deunde (a4 b4 4 1) S e i 3p
Din inegalitatea dintre mediile aritmetica si armonica, rezulta
S > g ,
“2a+btetl)+1
deci S > 9 —2(a+ b4 cH 1)8 > Lo oo 4p

Problema 4. Fie a > 2 un numar natural. S& se arate ca afirmatiile urmatoare sunt echivalente:
a) Existd numerele naturale nenule b, ¢, astfel incat a? = b2 + ¢?;
b) Existd un numér natural nenul d, astfel incat ecuatiile 22 — ax +d = 0 si 22 — ax — d = 0 au radicinile

intregi.
Solutie. S presupunem ci a? = b2 + ¢2. Numerele b si ¢ nu pot fi ambele impare (suma a doud numere impare
e de forma 4k + 2 si nu poate fi patrat), deci cel putin unul dintre ele este par, adicd produsul bc este par. ... .. 1p

Discriminantii celor dou# ecuatii sunt A, = a® — 4d i Ay = a? + 4d. Alegem d = % si avem
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. Uy e . . . .. +(b— v v N . v
iar radacinile primei ecuatii sunt z; 2 = % Se observa ci x1 o sunt numere intregi (dacd b, ¢ sunt ambele pare,

i a va fi par, iar dacd b, ¢ au paritati diferite, a va fi impar, ca i b — ¢). Similar se aratd ca si a doua ecuatie are
TAdACINILE TNETEEI. . . oottt e e 2p
Reciproc, sa presupunem ca ecuatiile au radacini intregi. Atunci discriminantii acestora trebuie sa fie patrate

perfecte. Fie Ay = 12 51 Ao = 02, oo 1p
Avem, deci
a? — 4d = u?,
a® +4d = v*
Deducem ugor ca numerele u, v i @ au aceeagi paritate. . ... ... 1p
Adunand relatiile, obtinem
2 u? + v? U+ v 2+ u—v\>
a = =
2 2 2 ’
deci, alegand b = “$* si ¢ = “5%, numerele b si ¢ sunt intregi si a® = b+ ... 2p



