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Enunturi si bareme

Problema 1. Determinati numerele reale z € (2,00), care sunt solutii ale
ecuatiei
cos (mlogg (z +6)) - cos (mlogy (z —2)) = 1.

Supliment Gazeta Matematica
Solutie: Ipoteza conduce la cos(mwlogg (x +6)) = cos(mlogs (z —2)) = =+1,
deci existd k,l € Z, de acceagi paritate, astfel incat mwlogs (x +6) = km si

T1ogs (T — 2) = I oo 2p
Se obtin relatiile  + 6 = 3% si 2 — 2 = 3!. Prin scidere suntem condusi la
BF B = 1p
Egalitatea nu este posibild dacd k,1 < 0. Atunci 3 (3’“‘1 - 1) = &, de unde
3! =1, adici [ = 0 si apoi k = 2. La final obtinem z =3. .................. 4p

Problema 2. Fie a,b,c € C*, distincte si avand acelasi modul, astfel incat
a? +b%+c* +ab+ac+be=0.

Demonstrati ca a, b, ¢ reprezinta afixele varfurilor unui triunghi dreptunghic sau
echilateral.

Solutie: Putem presupune |a| = |b| = |¢| = 1. Ipoteza devine (a + b+ ¢)* =
ab+bc+ca, de unde (a + b+ ¢)® = abe (T+3+1)sau(a+b+ ¢)® = abc(a + b+ c).
Prin trecere la modul avem |a +b+c¢| € {0,1}. ... 3p

Daci |a + b+ ¢| = 0, deducem c& ortocentrul triunghiului, avand varfuri de
afixe a, b, ¢, coincide cu centrul cercului circumscris aceluiasi triunghi, deci acest
triunghi este echilateral. .......... . . 1p

Daci |[a+b+c| =1, atunci (a+b+c¢)(a+b+c) =1, de unde (a+ b+ c)
(L+1+1)=1, adicd (a+b) (b+c) (c+ a) = 0. Atunci doud varfuri ale aces-
tui triunghi sunt diametral opuse, deci este dreptunghic. .................. 3p



Problema 3. Fie a, 5 € R. Deteminati cea mai mare valoare a expresiei
|lax + Byl + oz — Byl

in fiecare dintre urmatoarele cazuri:
a) z,y € R, astfel incat |z| <134 |y] < 1;
b) z,y € C, astfel incat |z| < 1si|y| < 1.
Solutie: a) Deoarece pentru orice numere reale u,v avem |u +v| + |u —v| €

{£2u, £2v}, deducem c& o + By| + o — By| < max{2]al,2|4]}. ...... 2p
Aceasta este valoarea maxima, deoarece egalitatea se obtine, de exemplu,
CANA T = = L. oot e 1p

b) Avem egalitatea |oax + By|*> + oz — By|*> = 2|az|* + 2|By[* . Dar
(o -+ 3|+ oz — By))? < 2 (loe + Byl® + o — By, de unde |z + By +

laz — By| < N2 4 B2 3p

Valoarea maxim# 2v/a2 + 32 se poate obtine pentru z =1si y =i. ....1p

Problema 4. a) Demonstrati ci existd functii neperiodice f : R — R care
verifica egalitatea

fla+)+ flx—1)=V5f (),

pentru orice z € R;
b) Demonstrati cd orice functie g : R — R care verificd egalitatea

g+1)+g(x—1)=3g(x),

pentru orice x € R, este periodica.
Solutie: a) Cautdm solutii printre functiile de forma f (z) = a®, unde a > 0.
Obtinem egalitatea a + a~! = /5 , de unde a = @ Se verifica faptul ca

functiile f1 : R — R, f1(z) = (@)"L sifo: R =R fo(z) = (@)"L
egalitatea din IpoOteza. ... ..ot 3p
b) Fie g o functie care verificd egalitatea din ipotezd. Atunci g (z +2) +
g(@) = V3g(x+1), de unde g(z+2) + g(z) = V3(V3g(z) —g(z—1))
deci g (z +2) =2¢g(x) — V3g(z—1). Apoi g(z +3) =29 (z + 1) — V3¢ ()
2 (V39(x) — gz — 1)) — V3g(x), de unde g(z+3) = v/3g(z) — 29 (z 1)
Apoi g(z+4) = V3g(z+1) —29(z) = V3 (V3g(z) —g(z—1)) —2g (), de
unde g(z+4) = g(z) — vV3g(z —1). In continuare, g(z +5) = g(z +1) —
V3g(x),decig(z+5)=—g(z—1),deunde g (z +6) = —g (). Apoi g (z + 12) =
—g(x+6) =g (x), de unde obtinem concluzia. ................. .. ... ... 4p



