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CLASA a XII-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Uninel (A, +, ) are proprietatea (P) daca A este finit gi grupul
multiplicativ al elementelor sale inversabile este izomorf cu un subgrup diferit
de {0} al grupului aditiv (A, +). Aratati ca:

(a) Daca un inel are proprietatea (P), atunci numarul elementelor sale este
par.

(b) Pentru o infinitate de numere naturale n, exista inele cu exact n elemente,
care au proprietatea (P).

Solutie. (a) Fie A un inel care are proprietatea (P) si fie m = |[U(A)|.
Rezulta ca (—1)™ = 1.

Daca m este impar, atunci —1 = 1, deci ord(1) = 2 in grupul aditiv
(A,+) si prin urmare |A| este par. ............ i 2 puncte

Daca m este par, cum m este un divizor al lui |A|, rezulta ca |A| este par.
................................................................. 2 puncte
(b) Fie m un numar natural nenul, fie n = 2™ "2 gifie A = Zy X - X Zy XZy.
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Atunci grupul multiplicativ U(A) =
cu subgrupul {(0,...,0,0),(0,...,0,2)} al grupului aditiv (A, +).

Problema 2. Fie f: R — (0,00) o functie continua si periodica. Daca 2
este perioada a lui f, aratati ca:
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(b) / % dx = 2 daca si numai daca 1 este perioada a lui f.
0

MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE



Solutie. (a) Inegalitatea rezulta din relatiile de mai jos:
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0 f(z) flz+1) 0
................................................................. 4 puncte
(b) Daca 1 este perioada a lui f, atunci f2 ffx(:l) dz = f02 dz =
.................................................................. 1 punct

2
2 f(z+1) o f(z+1) flx —
Invers, dacd f; e ) dz = 2, atunci fo ( T f(x(+)1)) dz = 0,
iar din continuitatea lui f rezulta ca \/f atl) — ffgﬁl), 0 <z <1, deci
flx+1)= f(x),oricare ar i x In [0,1]. ..., 1 punct

Daca z € [1,2], atunci f(z) = f((z—1)+1) = f(z—1) = f((z—1)+2) =
flz+1),deci f(x+ 1) = f(x), oricare ar fi z in [0, 2].

In fine, daca x este un numar real oarecare, atunci 2n < x < 2n + 2,
pentru un unic numar intreg n, si f(z) = f(zx —2n) = f((x —2n) + 1) =
f((z+1)—2n) = f(x+1). Prin urmare, 1 este perioada a functiei f.
.................................................................. 1 punct

Problema 3. Fie p un numar prim impar si fie G un grup care are exact
p + 1 elemente. Aratati ca, daca p divide numarul automorfismelor lui G,
atunci p = 3 (mod 4).

Solutie. Intrucat p este un divizor prim al |[Aut G|, exista un f in Aut G de
ordin p. Deoarece f este o permutare a multimii G' \ {e}, rezulta ca f este

un ciclu de lungime p, deci G \ {e} = {z, f(2),..., fF"}(z)}, oricare ar fi =
I G N 3 puncte
Pe de alta parte, |G| = p+ 1 este par, deci G are un element zy de ordin
2. Prin urmare, ord f*(zo) =2, k =0,...,p — 1. Rezultd ca 22 = e, oricare
ar fi x in G, deci p+ 1 = 2", unde n > 2 este un numar intreg. ..3 puncte
Deci p=2"—1=3(mod4), deoarece n > 2. ................. 1 punct

Remarca. Grupurile Zy X Zo si Zo X Zo X Zs indeplinesc conditia din enunt.



Problema 4. Fie f: [0,1] — [0, 1] o functie crescatoare si fie

[P
a"_/ol+(f(fv))”“d’ =i

Aratati ca sirul (a,),en+ este convergent si calculati limita sa.

Solutie. In mod evident, a,, > 1, oricare ar fi n € N*. Pe de alta parte,

o /01( LU +§j£§i§§fil) dx
:/0( (<<(:>C>) )

)"(1 = f(z)
n+1
deci sirul (a,)nen+ este descrescator. Rezulta ca (a,)nen+ este convergent.

dxr >0, neN",

A+ (f(2)"+2)

Fie ¢ = lim,,_, a,. Fara sa restrangem generalitatea, putem presupune
ca f(0)=0si f(1)=1. Fiea=inf{z: 0 <z <1, f(x) =1}.

Daca a = 0, atunci f(z) = 1, oricare ar fi z in (0, 1], deci a,, = 1, oricare
ar fiindicele n, si € =1. ... 1 punct

Daca a > 0, fie € € (0,a). Atunci
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Dar (f(a—¢€))” — 0, deoarece 0 < f(a —¢€) < 1, deci, prin trecere la limta
in relatia de mai sus, 0 < ¢ — 1 < ¢, oricare ar ﬁ ¢ in (0,a). Prin urmare,
= . 4 puncte



