CONCURSURI S1 OLIMPIADE

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala , judetul Dolj , 21.02.2016
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Clasa a V-a CONFIDENTIAL

1. Cel mai mare numar abcd, scris in baza 10, reprezinta anul de nastere al “Domnului

Problema”, care verifica relatia: (¢ + 1)d = 5+ a(b — 1). Sa se determine varsta acestuia.
CRISTIAN MOANTA

2. a) Gasiti doud numere naturale care impartite dau catul 49, iar restul este strict mai mare
decat 4 si cu 294 mai mic decat deimpartitul.
b) Fie A = n?%1® 4+ (n + 1)2°16 4+ (n + 2)2°1% + . . .+(n +9)?°1% unden € N. Sa se
determine restul impartirii lui A la 10.
VASILE SCURTU (G.M.5/2012,adaptare)

3. Fiea,b,c,n € N*.
a) Sase arate ca A=(a™ + b™)(c™ + b™)(a™ + c™), este divizibil cu 2.
b) Si se arate ca: 44 — 11 15.
FLORENTIN NICOLAE , prof. Filiasi

4. Si se determine numerele abc astfel incat: 2 - (E + E) + 2¢ = 67.
GHEORGHE IACOB (G,M.10/2015)
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1. Stefan este pasionat de istorie. El se informeaza despre un domnitor si formuleaza
urmatoarea problema:“anul istoriceste 1xy(x + 1) verifica conditia: suma dintre Xy, cifra

sutelor si cifra zecilor este 98”. Despre ce an istoric s-a informat Stefan?
CRISTIAN MOANTA

2. a) Determinati numerele prime p cu proprietatea ca p+4 si p*+2 sunt simultan numere

prime.

2016

b) Demonstrati ca nu existd numere prime q astfel incat q5 +4 si g7 +4 sa fie simultan

numere prime.
CATALIN CRISTEA
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3. Fie unghiurile congruente A;0A4,,A,0As;, ..., A19o0A; in jurul punctului O. Se coloreaza
semidreapta [OA si apoi se coloreaza fiecare a sasea semidreapta dupa cea colorata ( deci se
coloreaza [OA, [OA;, [OAgs,... ). In acest procedeu de stabilire a semidreptei ce urmeazi si fie
coloratd, se numara si semidreptele colorate intalnite pe parcurs.

a) Sa se determine cate semidrepte riman necolorate.

b) Sa se demonstreze ca raman semidrepte opuse necolorate dupa finalizarea procedeului,
apoi sa se determine numarul dreptelor determinate de acestea.

c¢) Sa se precizeze daca raman semidrepte necolorate perpendiculare.
VASILE POPA (O.M., faza locala,Galati,2012)

4. Doud unghiuri suplementare au o laturd comuna si bisectoarele lor determina un unghi cu

misura de 60°. Determinati masurile celor doud unghiuri.
MARIN SIMION (G.M.10/2013)
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1. a) Determinati x € Q* pentru care x + §+ 2 eZ.
Pentru x determinat la punctul a), sa se arate ca:
b) (x?°16 + — +2014) 1 2016;

x2016
¢) (x"+ = +2014) 14, (V)n EN.
DAN SECLAMAN

1 1

o 2 1 .

2. a) Demonstrati ca : [1 + k(k+1)] =1+ =t T2 (V)k € N*.
1 1 1 1 1 1 120
s Spe A+ +—=+ 1+ +—=+..+ I+ —+—— | aritati ca S10 = —
b) Daca \/ 2 92 \/ 22 " 32 \/ 2 (n+1)2 aratati cd 210 =

c) Cati termeni trebuie sa aiba S,,, astfel incét [S,,] = 2016, unde [x] reprezinta partea

intreagd a numadrului real X.
* * %

3. Fie ABCD un dreptunghi cu AB > AC, in care bisectoarea unghiului ACB intersecteaza
dreapta AD in punctul E, iar perpendiculara in A pe AC intersecteaza dreapta BC in punctul F.
Fie CENAB={M} si CENAF ={N}. Stiind ca triunghiul AMN este echilateral, demonstrati

ca [AC]=[EF].

CATALIN CRISTEA

4. Fie dreptunghiul ABCD. Perpendiculara AM pe BD (M € BD) intersecteaza BC si DC,
respectiv in E si F. Aratati ca : j = ﬁ ﬁ .
* * *
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1. a) Sa se arate ca pentru orice numar natural n > 10 are loc inegalitatea:
9:-n*>5-n+1)-(n+2) - (n+3).
CRISTIAN MOANTA

3 3 3
b) Sa se arate ca: %+b7+% > %(a + b +c)? (YV)a,b,c € (0,).

3 * 3 " _1 —1 e —1
2. a) DacanEN,Sasecalculeze.1+ﬁ+\/§+\/§+ +\/ﬁ+m.
b) Sa se determine n € N* stiind ca :
1-a4(1-v2) 1-a,(V2-V3) | | 1-an(Vn-Vn+1) .
a1 +14+VZ | ap+V2+3 an+Vn+Vn+i €N, (V) ay,az,...an € Qi

3. Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped dreptunghic,G mijlocul segmentului (AB") si {E} =
A'CN(AB'D"). Daca EG L A'C,EG L AB’', aratati ca ABCDA'B'C'D’ este cub.
M. FIANU , G. TURCITU

4. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare si G,, G, G5 centrele de greutate ale triunghiurilor
BCD, ACD, respectiv ABD.

a) Aratati ca planul (G,G,G3) este paralel cu planul (ABC).

b) Demonstrati ca dreptele AG;, BG,, CG5 sunt concurente.
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1. Fie sirul (d,,),»1 definit descriptiv, astfel:
d; =0,1; d, =0,11; d3 = 0,111;...; d, = 0,11 ...1.
n ori

a) Sa se determine primele 2016 zecimale ale numarului \/ d 435 -

b) Sai se calculeze suma: Zlok d.-
k=1

DAN SECLAMAN

2. Fie numerele x, a, b € (0, o) astfel incat a+b =2 . Demonstrati ca:

\/x+i2 +\/x+é22\/x+l.

a

PETRE NACHILA (G.M.12/2000)
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3. Fie ABCD un patrulater convex, M mijlocul lui [AB], N mijlocul lui [BC], E punctul de
intersectie a dreptelor AN si BD, iar F punctul de intersectic a dreptelor DM si AC. Aratati ca

daca BE = % BD si AF = % AC , atunci ABCD este paralelogram.

4. Se considera hexagonul convex ABCDEF si se noteaza cu G,,G;,G.,G,, G, G, centrele

de greutate ale pentagoanelor BCDEF,ACDEF,ABDEF,ABCEF,ABCDF si respectiv ABCDE .
a) Sa se demonstreze ca se poate construi un hexagon cu vectorii:

AG,, BG;, CG;, DG,, EG;, FG;.
b) Sa se determine raportul ariilor hexagoanelor G,G,G.G,G.G. si ABCDEF .
CRISTIAN MOANTA
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1. a) Se considerd f: R — R o functie strict concava. Sa se arate ca nu existd patru puncte pe
graficul functiei f care sa formeze un paralelogram.
b) Sa se arate ca:
(Alx1+)12x2)3 < Mx+iand
A1+, A1+,
Generalizati inegalitatea.

) (V)xl, x2 € [0, OO), (V)/H,/lz € [0' OO)

ANI DRAGHICI

2. Fien € N,n > 2 si numerele z;, z,, ... z,, € C astfel incat :
|z1| = |z3| == |zp| =1sizy + 2, + -+ 2, =0.
a) Aratatici: |z — z,|> + |z — 2|2 + -+ |z — z,|?> = n|z]? + n, (V)z € C.
b) Demonstrati ca:
lz—z|+|z—2| + -+ |z—2z, <nV2, (V) z€EC|z]| < 1.
IOAN SERDEAN (G.M.12/2014)

3. Fie A si B imaginile solutiilor ecuatiei: z> — 13z + 72 4+ 30i = 0.(i2 = —1)
a) Sa se calculeze aria triunghiului AOB, unde O este originea planului complex.

b) Cét la sutd din suprafata triunghiului AOB acopera multimea solutiilor inecuatiei |z| < 4?
* * *

4. a) Sa se rezolve ecuatia: 3* = 2* + 1.
b) Si se rezolve in (1, ) ecuatia : x'°832 + 1 = (x — 1)!°823, 5
COSMIN MANEA , DRAGOS PETRICA (R.M.T.2010)
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1. a) Se considera matricea A = (aij)1<ij<4 ,definitd astfel: a;; = max(i, j) oricare ar fi

i,j = 1,4. Si se calculeze det A.
b) Fie A,B € M3(Z) cu AB = BAsidetA = detB = 0. Si se arate ci det(43 + B3)
este suma a doud cuburi de numere Intregi.

CRISTIAN MOANTA

2. a) Dati exemplu de matrice 4, B € M, (R) astfel incat (A + B)?°1¢ = (4 — B)?°16 =0, ,
Tr(A) = Tr(B) =0sidetA-detB #0.

b) Fie A, B € M;,(R) astfel incat (A+B)** =(A-B)

Demonstrati ca Tr(A) = Tr(B) = 0saudetA = detB = 0.

2016
= 02 .

CATALIN CRISTEA
3. a) Fle aq, ap, ..., 2016 € R astfel incat a, + a, + .-+ az016 — 0. Calculaﬁ

lim (al\/n +ay +ay\N+a, +...+a2016,/n + 8016 )

N—0

b) Arétati cd exista siruri (ay)

150CU an e{-11} pentru orice n € N, astfel incat :

lim (a/nJral +n+ay +..+n+a, —n\/n+a0)=%.

N—o0
ROMANTA GHITA,IOAN GHITA , prof. Blaj

4. a) Aratati cd o functie f: R — R, periodica si neconstanta, nu are limita la +oo.
b) Determinati functiile f: R — R care verifica conditiile:
(i) exista lim(f(x) —x) =a €R; (i) f(x+2)+f(x) =2f(x+1),(V)x ER.
X—00

DAN SECLAMAN
Clasa a Xl1-a Mate.Info.Ro
CONFIDENTIAL
1-x O
1. Fie M={A(X)|A(X)=| 0 0 0 [xeRV\ZLL
x 0 1-x {2}

a) Si se arate cd (M,-) este grup abelian.
b) S se calculeze simetricul elementului A(2016).

c) Sise calculeze A"(x),neN".

* * *

2. @) Fie (G,) un grup comutativ cu 2015 elemente, iar e elementul sdu neutru. Si se arate

cd dacd xeG si x*=e atunci x=e.
b) Fie G si G’ doua grupuri cu 2016 respectiv 2015 elemente. Sa se determine toate
morfismele de grupdela G la G'.

* * *
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3.Fiea>1sif: E,a] — R o functie cu proprietatea ca: f(x) + f G) =k (V)x € E,a].
a) Calculati : ff%dx;
aZ (x+1) arctg x

b) Calculati : % s dx
c) Fiea € (O, %) sin €N, n > 2. Sa se determine I!ll—r;g Oa{‘/tgx dx.
CRISTIAN MOANTA

4. Determinati primitivele functiei f: (0,7) » R, f(x) = 2522 . ¥

1+|cos x|



