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1. Se considera determinantul D =in-1 n 1 _2/,neN",
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a) Calculati D4 si Ds;
b) Demonstrati ci existi o infinitate de valori neN" pentru care D, <0.

2. Fie sirul (x,) . definitprin x,=1 x,=3si xn+2:2xn+1+\/x§+1—3xn+1-xn +2-x2, neN.

, _ \/(x—l)(Zx—l)
a) Demonstrati ca functia f:(1L,+o0) >R, f(x) = < este crescitoare;

e X
b) Ardtati casirul (y,) ., Y, :ZL+1 este convergent;
> X
Xn
2016 *

c) Calculati lim

=N
Dana Heuberger

3. Fie sirul (x,) ., definitprin x, e(1,2) si 2x,,, +X; =2(x,+1), neN".

n+l
a) Demonstrati cd x, €(1, 2), VneN’;

b) Considerand sirul convergent, calculati limita sa;
c) Demonstrati ca sirul este convergent.

G.M. 1/2016 — 27175 (modificata)
Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se noteaza dela 0 la 7.
Timp de lucru 3 ore.

Subiectele au fost propuse si selectate de catre:

prof. Dana Heuberger, Colegiul National ,, Gheorghe Sincai” Baia Mare.
prof. Gheorghe Sfara, Colegiul National ,, Vasile Lucaciu” Baia Mare

prof. Cristian Heuberger, Colegiul National ,, Gheorghe Sincai” Baia Mare.
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Evident ca pentru toate valorile naturale nenule pare are loc D, <0
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/2x2 -3x+1 |1 1 1 :
a) f(X)=———— :\/—2—3-—+2 :\/;o(xz —3X+2)o—. Functia f este o
X X X X
compunere de trei functii, prima strict crescatoare, a doua strict descrescatoare pe
: 1) . : . 9
(O, 1) (adlcﬁ acolo unde se afla —j si a treia strict descrescdtoare pe (1, +oo).
X
Rezultd cd f este StriCt CreSCALOATE. .....cvvvivivieiiiiiriiiieiiie e 2p
b) Se aratd usor cd X, >1, VneN. De asemenea X, ,>2X., VneN, ceea ce
inseamna ca toti termenii sirului (yn) sunt supraunitari. Impartind relatia de
; > n>1 ; ;
recurentd cu 2-X,,, obtinem
131 11 1|2y -3y, +1 1
yn+1:1+\/z__'_+_'_z:1+ N AR f'f(yn)- *)
8y, 8y 22 Ya 22
< 3 . 6++2 :
X, =1 X,=3 = X, —6++/2. Rezultd y1:§ st Yy, :T\F. Evident y, >y, .
Functia f fiind strict crescatoare avem y, >y, = f(y,)>f(y,)si coroborat cu
relatia (*) se obtine Yy, > Y,. Continuand rationamentul deducem ca sirul (yn )n21
este strict descrescator.
Fiind marginit inferior de 1, sirul este convergent. .............cccceeeeeuneenn.ee. 3p
C) X, =2X, ,>2-2X ,>..>2"".x =2"",
X n-1
Rezulta nz;lﬁ > W —> + 0
. . X
Conform teoremei comparatiei r!mnz—(?ﬂs = 400, tiriee it 2p
a) Fie LeR limita sirului. Trecand la limitd in relatia de recurenta obtinem
2L+ =2(L+1). Cum Le[L, 2], rezultda L=v2 . wovvvvveveverciiiiinnn 1p
b) Daca x, = \/E sirul este constant \/E , fiind asadar convergent la \/E .

Dacd xle(l, \/5) atunci x, = =| 3—(x, -1)° E(x/i gjc(\/ﬁ 2).
€(0,3-242)

N |-~

X, =% 3-(x,-1)° |e(1,V2).
e(3-242,1)

Evident ca, inductiv, toti termenii de rang impar sunt in (1, J2 ) si toti cei de rang

par sunt in (ﬁ, 2). ..................................................................................... 2p




x —x =m—sxtpLys Lye +§:—l(xn—ﬁ)(xn+ﬁ)(x§—4xn+6).

>0
Se deduce imediat ca subsirul termenilor de rang impar este strict crescator, iar
subsirul termenilor de rang par este strict descrescator. Cum ambele sunt

marginite, rezulta ca ambele subsiruri sunt convergente.
Daca a si b reprezinta limitele celor doud subsiruri, trecand la limita in relatia de

recurentd (*) obtinem a = —%a“ + %ae’ - %az +g si similar pentru b.

Rezulti %(a—«/ﬁ)(a+«/§)(a2—4a+6):0 si deci a=~/2. Analog b=+/2.

>0

este convergent la +/2 .

Asadar sirul (x,)

n>1

Similar pentru cazul in care X, € (\/E : 2) et ————————— 2p




